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AVANT —PROPOS 

Dans le cadre de la nouvelle collection XY* nous mettons 
à la disposition de nos élèves de troisième année 
secondaire, section Sciences Expérimentales, le premier 

tome de XY3 plus. 

Ce manuel, dont le contenu est conforme aux programmes 
du Ministère de l'Education comporte : 

- un rappel de cours 
- des exercices et des problèmes corrigés. 

Les exercices et les problèmes couvrent toutes les notions du 
cours et sont présentés selon une progression qui permet aux 
élèves l'assimilation, l’entraînement et la maîtrise de la 
matière, tout en développant chez eux des capacités de 
raisonnement et de synthèse. 

Nous avons aussi œuvré pour que ce manuel soit utile à des 
élèves de niveaux différents, permettant l'amélioration des 
capacités des uns et des performances de ceux qui sont en 
quête de l'excellence. 

Ce travail est dédié à la mémoire de notre défunte collègue 
Lobna Mallouli Ajili en reconnaissance à l'accompagnement 
qu'elle a prodigué à des générations d’apprenants, ainsi qu’à 
son implication, dans notre groupe, pour l'élaboration de 
parascolaires. 
Bon travail et bonne chance à nos élèves. 

Les auteurs



Chapitre 1 

Généralités sur les Fonctions 

L Rappeis 

1. Foncähon et ensemble de définition 

Soit E une partie non vide de R. 

© Une fonction f de E dans R est un procédé qui à tout réel x de E fait 
correspondre au plus un réel noté f(x). 

æ L'ensemble D des réels x pour lesquels f(x) existe est appelé l'ensemble de 
définition de la fonction f. On dit que f est définie sur D. 

2. Représentation graphique 

Soient (O, i,j) un repère du plan et f une fonction définie sur D. 

æ On appelle représentation graphique de f dans le repère (O,i, j), 

l’ensemble des points M(x,f(x)) où xeD. 

® Si & désigne la courbe représentative d’une fonction f, alors : 

e = {MGx, fH)}où xe D} 

On dit que y = f(x) est l'équation de la courbe # dans le repère (O, ï,j) 

3. Positions relatives de deux courbes : 
Soit 8; et &, les courbes respectives de deux fonctions f et g. 

Etudier la position relative de deux courbes représentant deux fonctions 
f et g revient à étudier le signe de la différence f(x) -g(x). 

+ si f(x)-g(x)>0 alors f(x) > g(x) ce qui signifie que & est au dessus de €, . 

+ Si f(x) -g(x) <0, alors f(x) < g(x) ce qui signifie que & est au dessous de &. 

+ Si f(x)-g{(x)=0 pour certaines valeurs de x, alors & est & ont des points 

communs pour chacune de ces valeurs. 

4. Parité 
Soit une fonction f définie sur un ensemble D symétrique par rapport à zéro, c’est à 
dire que pour tout x de D, (-x) appartient à D. 

  

  

  

us en Elément de symétrie 
Parité de f Définition de la courbe & 

Paire f(—x) = f(x) L'axe des ordonnées 

Impaire (x) = -f0X) L'origine du repère           

Conséquence : Si f est paire ou impaire, alors on peut réduire l'étude de f à R, ND.
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5. Sens de variation 

  

  

  

  

  

  

              

Définitions : 

> Une fonction f est dite croissante > Une fonction f est dite décroissante 
sur un intervalle I si, et seulement si : sur un intervalle I si, et seulement si : 

pour tous réels a et b de I tels que pour tous réels a et b de I tels que 
a<b,ona f(a)<f(b) a<b,ona f(a)>f(b) 

f(a°) = £(b") 
Lu 

f(b) f(a 

f(b 
f(a) 

f(a”) = f(b') | 
li 5 

J L 5 J =? 7 
# 5 D a b a 5 ba b         
  

  

  

    
  

+ Une fonction f est dite constante , 
sur un intervalle I si : pour tous réels | {a}-r(e) M M 

aetb deI on a f(a)=f(b). 

jt, 
O|i a b     

  

  

> Une fonction est dite monotone sur un intervalle I lorsqu'elle est 
croissante sur Î ou décroissante sur I.     
  

Il. Restriction d'une foncäon 

Soit f une fonction définie sur un ensemble E 
et &sa représentation graphique 

dans un repère (O, i, j). Soit D'une partie de E. 
On appelle restriction de la fonction f à D, 

  

la fonction g définie sur D par g(x) = f(x), pour tout xe D. 

La représentation graphique de g est l’ensemble des points de & ayant pour 
coordonnées (x, f(x)} où xe D.
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I. Construction d’une courbe à partir de celle d'une fonction de 
référence 

IV. 

ES 

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et représentée dans un 

repère orthogonal (O, i, j). 
  

  

  

  

  

  

        
  

Fonctions Conditions | Transformations permettant de passer 

définies par | d'existence de à % 

809 = f(x)+b xeD Translation de vecteur bj 

g(x)=f(x-a) | (x-a)eD |Translation de vecteur aî 

8x) = f(x) xeD Symétrie d’axe (O, i) 

gtx) =[f(x)| xeD + % = lorsque f(x)z0 

+ Symétrie d’axe (O, i) lorsque f(x) <0 

gtx) = f (xl) g est paire, donc : 

x eD - sur DNR,, = =7, 

* sur DNR., symétrique de T, par 

rapport à l'axe (O, ÿ) 

Majorant - minorant 

Maximum, minimum f(x)   

Soit f une fonction définie sur un ensemble D.) | 

S'il existe un réel x, appartenant à D 

tel que pour tout x de D, f(x) < f(x;). j   

NC 

  

  

  

      

On dit que la fonction f admet sur D o X  X0 
un maximum en X, OU encore que 

f(x,) est un maximum de f sur D. 

S'il existe un réel x, appartenant à D f(x) : y = fx) 

tel que pour tout x de D, f(x) > f(x,). f(xo) 

On dit que la fonction f admet sur D 
un minimum en x, OU encore que il 

f(x,) est un minimum de f sur D. Of xo X   
Définition : 

Soit f une fonction définie sur un ensemble D. 

La fonction f est dite majorée sur D s’il existe un réel M tel que pour tout x 
de D, f(x) <M
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+ _ La fonction f est dite minorée sur D s'ilexiste un réel m tel que pour tout x 
de D, f(x)zm. 

+ _ La fonction f est dite bornée sur D s’il existe deux réels m et M tel que 
pour tout x de D, m<f(x)}<M. 

Une fonction f est bornée sur un ensemble D, si elle est à la fois majorée et 
minorée. 

V. Fonctions affines par intervalles 

æ Définition : 

On appelle fonction affine par intervalles toute fonction définie sur une 
réunion d'intervalles et telle que sa restriction à chacun de ces intervalles 
soit affine. 
La courbe représentative d’une fonction affine par intervalles est une 
réunion de demi-droites ou de segments de droites. 

æ Fonction Parile entière : 
+ On appelle partie entière d’un réel x et on note E(x), le plus grand entier 

inférieur ou égal à x. 

+ On appelle fonction partie entière la fonction qui à tout réel associe sa partie 

entière. 

+ Soit E la fonction partie entière. 

Pour tout réel x, il existe un entier n e Z tel que xefn,n+1[ etona E(x)=n. 

VI. La fonction x + ./f(x) 

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I. 

Si f est croissante sur I alors Vf est croissante sur I. 

Si f est décroissante sur I alors Vf est décroissante sur I. 

Si f est majorée sur Lalors VF est majorée sur L. 

  

  

  

  

VII. Variations et opérations sur les fonctions 

æ Opérations sur les fonctions : Soit D une partie de IR. 

Opération Les fonctions f et g sont Définitions 
$ définies sur D (pour tout xeD) 

Addition f+g (£+8)09 = F0 + 8x) 

Multiplication fxg (£-8)09 = 0-80) 

Multiplication par Àf (AP)(x) = A(X) 
un réel non nul 

> 
          

Variations de la somme de deux fonctions 

Si les fonctions f et g ont la même variation sur un intervalle L alors leur 

somme a la même variation que chacune d’elles.
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ENONCES 

D Déterminer l’ensemble de définition et étudier la parité de chacune 
des fonctions suivantes : 

1) f:x + V2x?-3x+1 2) g:x + fx 

3)h:x+ 114344 4) kKix+> = — 
X x x? 3-2 

Soit une fonction f définie sur [-5,2] et telle que : f(-5) = -2 ; f(0)= 2 

et f(2)}=-1. On suppose que f est croissante sur [-5,0] et décroissante 

  

sur [0,2]. Montrer que la fonction g définie par g{x) = If(x)| admet un 

maximum sur l'intervalle [-5,2]. 

1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) =-(x +1)? +2. 

a) Montrer que f est majorée sur KR. 

b) Montrer que f est bornée sur [-1,3] 

  

1 1 
2) Montrer que pour tout xe [0,2] on a >=. q [o,2[ = ?2 

3) Montrer que pour tout réel x, Vx?-2x+3 >1 

FE) Démontrer que chacune des fonctions suivantes est bornée sur 

l'intervalle donné : 

D) 66)=É— sur R 2) £G)=- x? 
    sur [0,+cof 

2 

Vx +1 

1 sur [o ; 1,44] 3) f6)=4-(x+2) sur [2,5] 4 KG= TE 
X — 

  

ED Soit la fonction f:xr he 

1) a) Donner le sens de variation de f sur [0,+cof. 

b) Tracer la courbe représentative C,; de la fonction f dans un repère 

orthogonal (O, ï,j). 

2) Soit la fonctiong: x 5 -2Ÿ. 

Tracer C, à partir de C,. 

3) Soit la fonctionh:xH 5 (x -2Ÿ. 

a) Vérifier que h est paire.
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b) Construire C, à partir de C, . 

4) Résoudre graphiquement (|x|-2) =1. 

Pour chacune des fonctions suivantes, étudier son sens de variation 

1) £69=-2x+1+È sur ]0, +] 

1 2) £(%)=1+x x [0,+co[ 

3 
3) ÉG)=-2x-1+— sur Jo, 2| 

4) f69)=V-x +4x+5 sur }-c,-1] 

Soit la fonction f définie par f(x) =[1-x|-12x+4,+x 

1) a) Ecrire f(x) sans valeur absolue. 
b) Etudier le sens de variation de f sur chacun des intervalles 

J-,-2],[-2,1] et [1,+01. 

2) a) Représenter graphiquement f dans un repère (O, i, j). 

b) Déterminer la valeur maximale de f(x) lorsque x varie dans KR. 
3) Résoudre graphiquement 

a) |2x+4/-f1-x}=x+5 b) [2x+4]-f1-x|>x+5. 

4) a) Tracer dans le même repère (O, i, j) la droite D:2x-3y-1=0. 

b) Déterminer graphiquement et suivant les valeurs de x la position 
relative deC, et D. 

n Soit la fonction f:[-3,4]-R ; xk1-xE{(x). 

1) Ecrire plus simplement f(x) et en déduire que f est une fonction affine par 
intervalles 

2) Représenter graphiquement f dans un repère orthogonal (O, i, j). 

Lo) La représentation graphique dans un repère d’une fonction affine par 

intervalles f est [AB)U[ACJU[CD). 

A D 
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1) Déterminer f(x) 
2) Tracer dans le même repère la courbe de g(x) = -#(x). 

Soient les fonctions f et g définies par f(x) =Vx+4 et g{(x) = — . 

1) Tracer dans un même repère orthonormé (O, i, j) les représentations 

graphiques respectives € et &, def et g. 
2) Calculer les coordonnées des points d’intersection de $% et E 

<0.   3) Résoudre graphiquement l’inéquation 4x +4 + x 

2x 
Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = — nr 

x 
  

1) Montrer que pour tout x € IR : 2]x] < x? +1. 

2) En déduire que f est bornée sur IR. 
3) Etudier le sens de variations de fsur [1,+. 

x+1) 

x?+1 
  4) Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = 

a) Vérifier que pour tout x € IR : g{x) = f(x) + 1. 

b) Etudier le sens de variations de gsur{1,+c. 

c) On désigne par Cf et Cg les courbes respectives de f et g dans un repère 

orthonormé (oi i) Montrer que Cg se déduit de Cf par une transformation 

simple que l’on déterminera.
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CORRIGES 

1) f(x) = 2x2 -3x+1 

f est définie si et seulement si 2x? -3x+12>0. 

1 —00 _ 

x 2 

+00 

2xX-3x+1l + © - À + 

D, = he >| [1, +oo[ 

Le domaine de définition de f n’est pas symétrique par rapport à 0 donc f 
n'est ni paire ni impaire. 

2) gx VX x] 

g est définie si et seulement si x° -[x| 20 signifie x|([x|—1) z 0 

signifie x=0 oufx|-120 <x=0 ou [21 = x=0 xz1oux<-1. 

D, =}, -1]Uf1, +0[U{0} | 

Pour toutxe D,, -xeD, et g(-x)= gx) donc g est paire. 

  
  

3) h:xe -1+3+4 
X x 

x 40 

La fonction h est définie si et seulement si _14 3 + 4 >0 

x 

A4 _-x +3x+4 
x? x? 

Puisque x? >0 pour tout x # O, alors on étudie le signe du trinôme -x° +3x +4 

Pour tout xÆ0,ona -1+$+ 

Les racines de ce trinôme sont -let 4 (a-b+c=0, x'=-1et x'=È=4) 
  

:  X — —1 0 4 +00 

-x°? +3x +4 — 0 + Ô — 
La fonction h est donc définie sur [-1,4]\{0}. 

Le domaine n’est pas symétrique par rapport à 0 donc h n'est ni paire ni 
impaire. 
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4) ko)= —X— 
x?-3-2 

k est définie si et seulement si x?-320 et Vx?-3-240 

+ x?-320 signifie x € |-w,-v5 ]U[VS,+0f 

* no V3 V3 + 

x-3 [+ Q = à + 
. 23-2208 x-3-4 & x=7 x= V7 oux=-V7 

donc E-3-2:0x4V7 et x#-V7 

La fonction k est définie sur e,-V7[U]-V7,-V8 ]U[ V3, V7LU NT, #0f 

Le domaine de définition de k est symétrique par rapport à 0 donc on 
étudie sa parité. 

Pour tout x e D, ona x<-— 3oux>V3 et x#-V7 et x # V7 

donc -x243 ou-x<-13 et x #V7 etx x -V7 

d’où -xeD,. k(-x)= EE 77 F = = =k(x) 

On conclut que k est impaire. 

+ Pour tout xe[-5,0] ona -5<x<0. 

Puisque f est croissante sur [-5,0] alors f(-5)< f(x) < f(0). 

Or f(-5)=-2 et f(0) = 2 alors -2 < f(x) <2 d’où ff(x)| <2. 

+ Pourtout xe[0,2] ona: 0<xs2. 

Puisque f est décroissante sur [0,2] alors f(2) < f(x) < f(0). 

Or f(2)=-1 et f(0)=2 alors -1< f(x) <2 et puisque -2 S—1 alors 

2 <f(x) 2. Par suite |f()<2. 

+ Conclusion: Pour tout xe[-5,2] on a |f(x) <2 donc 2 estun 

  

  

        

  

maximum pour [f(9{ sur [-5,2]. 

1) F0) =-(x +1) +2. 

a) Pour tout réel x,on a: -(x+1} <0 d’où -(x+1) +2<2 et par 

conséquent, pour tout réel x : f(x) <2. 

f est majorée par 2 sur IR. 

b) xe[-1,3] & 0<x+1<4 &0<(x+1) < 4
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-16<-(x+1) <0 & -1<f(x)<2 

Sur {[-1,3], f est majorée par 2 et minorée par -14 donc f est bornée sur 

[1,3] 
2) Pour tout xe[0,2[ ona 4-x° <4, d'où 0 <V4-x° <2 d'où —1 2   

3) Pour tout réel x, x? -2x+3=(x-1) -1+3=(x-1) +2 

or pour tout réel x, (x-1) +222 d’où Vx-1 +2 22 >1. 

Donc Vx? -2x+3 21 pour tout réel x. 

Remarque : Si a <b alors a<b. 

1) Pour tout réel x, on a x? +4>4 d’où 0 < À < 1 donc 0 < 
x?+47 4 
    <1 

x? +4 
D'où f(x) est bornée sur IR. 

2) £,(x)=- É sur [0,+c[ 

Pour tout x>0 ona Ÿx+1>1 d’où 0 < 1 <1. 
Vx +17 

2 Donc -2<- <0 d'où f, est majorée par 0 et minorée par -2. 
vx +1 

  

  

  

f(x) est bornée sur [0, + . 

3) £(%)=4-(x+2) sur [2,5] 

-2<x<5 donc 0<x+2<7 donc 0 <(x+2) < 49 

—49<-(x+2) <0. Ainsi, -45<4-(x+2) <4 

f,(x) est bornée sur [-2,5]. 

  4) f,(x)= F5 sur [o 1,44] 

O<x<1,44 d'où 0<Vx<1,2 donc-2<4/x-2<-0,8 

  

f,(x) est bornée sur [0 ;1,44]. 

E 09=- 5x 

1) a) Soient a et b deux réels de l'intervalle [0,+x[{ tel que a <b. 

Comparons f(a) et f(b). 

Ona: 0O<a<b
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a? <b° (car a et b sont, de même signe et positifs) 

f(a)>f(b) d’où fest décroissante sur [0, +. 

b) #, est une parabole de sommet le point O(0,0) et d’axe de symétrie l'axe 

  

  

          
  

des ordonnées. 

x [0 |11]2 
f69 | 0 | 3 | 6 

2 

On complète par symétrie 

par rapport à l’axe (O, j). g 

2) gfx)= 5x -2} 

3) 

La représentation graphique & de g est l'image de celle de f par la 

translation de vecteur 21 donc & est la parabole de sommet le point 

S(2,0) et d’axe de symétrie la droite (S, j). 

  

  

3 
a) h(x)- -5 (x -2ÿ 

La fonction h est définie sur tout IR donc pour tout xe IR ona (-x)eR. 

3 3 
h(-x) = A -2Ÿ = -3 (x -2ÿ =h(X. 

D'où h est une fonction paire . Par conséquent la représentation graphique 

&, de h est symétrique par rapport à l'axe des ordonnées (O, j). 

b) Pourtout xeIR, on a |x|=x d’où h(x)= 5-2) = g(x). 

Alors la représentation graphique & de la restriction de h à l'intervalle 

[0,+œ[ est confondue avec la partie de & tracée sur [0,+c[ et puisque h 

est paire alors on déduit la représentation graphique & de la restriction
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de h à l'intervalle }-«,0] par symétrie de & par rapport à l’axe des 

ordonnées & = US. 

f
u
s
 

  

  

4) (x|-2Ÿ =1 signifie 5-2} = … signifie h(x)= +. 

Graphiquement les solutions sont les abscisses des points d'intersection de 

&, avec la droite d'équation y = H . 

Sr ={-3,-1,1,3}. 

1) f(x)= -2x+1+È , XE€ J0,+c0[ 

g:xrm-2x+leth:xh à, les fonctions g et h sont décroissantes sur 

10,+xf doncf, =g+h est décroissante sur ]0,-+o{ 

1 = 2.1 2) £(xX)=1+x I 

: 2 : 1 g:xm1+x" et hixboe 

a Kb où a <0 donchest croissante sur La fonction h est de la forme x 

1, +00! 

La fonction g est de la forme g:x+> ax +bx+c et a>0 donc g est 

  

croissante sur | d'où g est croissante sur [0,+]. 

f, , étant somme de deux fonctions croissantes sur [0,+c[ donc f, est 

croissante sur [0,-+co[
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=2x-14-3 3) £(x)=-2x Lt 

La fonction g:x+> -2x —1 est affine et le coefficient directeur est négatif 

donc g est décroissante sur IR. 

La fonction hixh à est de la forme x ES où a >0 donchest 
+2 

décroissante sur ]-2,+| . 

sur }-2,+0[ 

  

f, est somme de deux fonctions décroissantes sur |-2,+œ[ donc f, est 

décroissante sur ]-2,+ . 

4) f,(x)= Ve +4x+5 sur }-c,2] 

La fonction g: x+> -x° +4x+5 est de la forme x + ax? +bx+c où a <0 

donc g croissante sur Le-2| donc f, est croissante sur ]-,2]. 

1) fx) =f1-x]-[2x+41+x 

a) 
  

  

  

  

            

x —20 -2 1 +00 

signe de (1-x) + + 0 _ 

[L-x| 1-x 1-x Q x-1 

signe de (2x +4) - { + + 

[2x +4] —2x-4 OÙ 2x+4 2x+4 
  

Si xe}-w,-2] alors f(x) =(1-x)-(-2x-4)+x=1-x+2x+4+x 

=2x+5 

Si xe[-2,1] alors f(x) =(1-x)-(2x+4)+x=1-x-2x-4+x 

=-2x-3 

Si xe[1,+o{alors f(x) =(x-1)-(2x+4)+x=x-1-2x-4+x 

= 5 
f()=2x+5 sixe]-cw,2] 

Conclusion: {f(x)}=-2x-3 sixel-2,1] 

f(x) = -5 si xe[1,-+00[ 

b) *Sur |-o,-2], f(x) est de la forme f(x) =ax+b où a=2>0 doncfest 

croissante sur |-w,-2]. 

° Sur [-2,1] f(x) est de la forme f(x)=ax+b où a=-2<0 doncfest 

décroissante sur [-2,1].
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e Sur [2, +] , É09 = -5 donc f est constante sur cet intervalle. 

2) a) La représentation graphique de f est C; =[AB)U[AC]JU[CD). 

avec A(-2,1), B(-3,-1), C(1,-5) et D(2,-5). 
b) La représentation graphique de f est située toute entière au dessous de 

la droite d’équation y =1 doncpourtoutxelR f(x)<1 d’où la valeur 

maximale de f(x) est 1. 

3)a) [2x+4]-[1-x}=x+5 signifie -5 = x+[1-x|-[2x +4] signifie f(x) =-5 
me” 

fix) 

Les solutions sont les abscisses des points d’intersection de C, et la droite 

d’équation y = 5. 

Sr =[1,+0{[U{-5}. 

b) |2x+4/-[1-x|>x+5 signifie -5> x-[2x+4[+[1-x| signifie f(x) < -5 

Les solutions sont les abscisses des points de C, situés strictement au dessous 

de la droite d’équation y = -5. 

SR =],-5{. 

4)a) D:2x-3y-1=0 ou Diy=ix-e 
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° Sixel]-x,-4]U[-1,+[, 

C; est au dessous de D. 

. Sixef-4,-1], 

C,; est au dessus de D. 

Df: [-,4]-R; xh1-xE(x 

Conclusion : 

fÉ)=1+3x sixe[-3,-2[ 

f)=1+2x sixef-2,-1] 

f)=1+x sixe[-1,0[ 

f() =1 sixe[0,1[ 
f()=1-x sixe[1,2[ 

f()=1-2x sixe[2,3[ 

f()=1-3x sixe[3,4[ 

f(4) = 15 

*) Si xe[-3,-2{ alors E(x) =-3 d'où f(x)=1-x(-3) = f(x) =1+3x 

*) Si xe[-2,-1[ alors E(x) =-2 d'où f(x) =1-x(-2) = f(x) =1+2x 

*) Si xe[-1,0[ alors E(x)=-1 = f(x) =1+x 

*#) Si xe[0,1f alors E(x) =-0 = f(x) =1 

*)Si xef1,2{ alors E(x)=1 = f(x)=1-x 

*) Si xe[2,3[ alors E(x)=2 

= f(x) =1-2x 

*) Si x e[3,4[ alors E(x)=3 = f(x)=1-3x 

*)Si x=4, f(4)=1-4E(4)=1-16 = -15 

  

d'où f est une fonction affine par intervalles. 
2) Voir la figure ci-contre 

e Sur l'intervalle }-c,-2], f(x) est de la forme ax+b. 

La demi-droite qui la représente passe par les points A(-2,2) et B(-4,0). 

Ye-Ya_ 0-2 _-2 
Xp—Xa —4-(-2) -2 

D'où f(x) =x+b or f(-4) =0 donc 0 =-4+b et parsuite b =4 

f(x)=x+4 pour toutxe ]-x,-2]. 

Donc le coefficient directeur est a = 

Sur l'intervalle [-2,1], f(x) est de la forme ax+b.
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2 

Le segment [AC] qui la représente passe par le point O(0,0) donc b=0. 
Ce segment passe aussi par le point A(-2,2) donc le coefficient directeur est 

Pour tout xe[-2,1], f(x) =-x. 

Sur l'intervalle [1,+c0[ , f(x) est de la forme ax+b. 

La demi-droite qui la représente passe par les points C(1,-1) et D(2,2). 

D'où f(x) =3x+b or f(1) =-1 donc -1=3+b et parsuite b = 4 

f()=3x-4 pour toutxe[1,+f. 

80) =. 
La coutbe de g est la symétrique de la courbe de f par rapport à l’axe des 
abscisses. 

  

f6)=Vx+4 D, =[-4,+#0. 
  

  

              

  

x 4 -3 0 5 

y=Vx+4 0 1 2 3 

4 800 = 
La représentation graphique & de g est une hyperbole de centre le point 

I(2,0) et d’asymptotes les droites d'équations x =2 et y =0. 
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On complète par symétrie par rapport au point I(2,0). 

  

    
  

  

T A3 ï °L "+ IL Y ï Y ë + 

L Sf 

T 

+ x =2 

y=vVx+4 x+4 = —4 

2) Mxy)e#N& signifie _4 signifie * x-2 

YTx-2 y =Vx+4 

+ Va = 
x—2 

condition : 2 0 etx-2#0 donc x-2<0 d'où xe}-,2[. 

16 es 
m2 signifie 

(x+4)6 —4x+4)=16 signifie x° —4x? +4x +4x? -16x +16 =16 signifie 

  Pour tout x e }-,2[ l'équation (E) est équivalente à x+4= 

x° —12x = 0 signifie x(x? —-12)=0 signifie x =0 ou x? =12 

x? =12 signifie x = 12 ou x=-V12 

signifie x -=2H € }J-=,2] ou x= 243 € J->,2[. 

+ Si x=0 alors y = V4 =2
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Si x=-2V3 alors y=4-2V3 =./{1-V3ÿ =h-V3]- 43 -1 

ang ={K(0,2); A(-2V3, 43 -1} 

3) Vx+4 : S0 signifie V/x+4 < — . Les solutions de l’inéquation 
X— _ 

Vx+4< 4 
x 

&. Sr =[-4,-2V8 JU[O,2. 

1) Pour tout x e IR: (Ix| 1)? 20 ça signifie que 2[x|< x?+1. 

2) Pour tout x € IR: 2x] £<x?+1 ça signifie que GO) <I 

donc Pour tout xe IR: -1< f(x) <1 d'ou f est bornée sur IR 

3) Soient a et b deux réels de [1,+œ[ tel que a <b 

2(a-b}(1-ab) 

(a2+1)(b2+1) 

sont les abscisses des points de € situés au dessous ou sur   

On a f(a)-f(b) = et puisque 1<a <b alors 1-ab <0 

et a-b<0 

Eton a (a2+1)(b2+1) >0 d'ou f(a)-£f(b) >0 donc f est décroissante 

sur [1,+c| 
2 2 )= (+ _x?+1+2%x + 2x 21+f (0) 

x2+1 x2+1 x?+1 

b) On a f est décroissante sur [1+[ donc g est décroissante sur [1,+cof 

4) a) pour tout xe IR :g(x 

©) Soient M(x #60) € Cf et M'x,800) € Cg : mv{, | 

(0 
Donc Cg est l'image de Cf par la translation de vecteur U ( |



Chapitre 2 

Continuité 

1. Continuité en un réel graphiquement 

Lorsque la représentation graphique de f 
sur un intervalle ouvert I, met en évidence 
un tracé continu de la courbe, la fonction O € a 

f est continue en tout réel a de I. 7, (a) 

Lorsqu'on observe une rupture (ou un saut) 
dans le tracé de f de part et d'autre d’un 
point A (a, f(a)) bien que d’abscisse appartenant £ (a) A JA 

à son ensemble de définition, alors la fonction f est TN, 

discontinue en a. ] 
O + 

  

      . Continuité de certaines fonctions usuelles 

> Théorème 

Toute fonction constante est continue en tout réel a. 

La fonction x +> x est continue en tout réel a. 

Toute fonction linéaire est continue en tout réel a. 

Toute fonction affine est continue en tout réel a. 

La fonction x + x? est continue en tout réel a. 
Toute fonction polynôme est continue en tout réel a. 

dl 
x 

Toute fonction rationnelle est continue en tout réel où elle est définie. 

La fonction x > <est continue en tout réel non nul a. 

. Opérations algébriques sur les fonctions continues 

© Théorème 

4 

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I. Soit a un réel de 
let « un réel. 

Si f et g sont continues en a alors :f+g,fxg et a-f sont continues en a. 

Si f est continue en a et si f(a) #0 alors la fonction l est continue en a. 

Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0 alors la fonction È est continue en a. 

. Continuité à droite - Continuité à gauche 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a. 
f est continue en a, si et seulement si, f est continue à droite et à gauche en a.
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æ Théorème 

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I et a un réel de I. 

+ Sif est continue à droite en a, alors Vf est continue à droite en a. 

+ Si f est continue à gauche en a, alors Vf est continue à gauche en a. 

5. Continuité sur un Intervalle 

æ Définition 

+ _ Une fonction définie sur un intervalle Ja,b[ est dite continue sur Ja,b[ si 

elle est continue en tout réel de Ja, b[. 

+ Une fonction définie sur un intervalle Ja,b] est dite continue sur Ja,b] si 

elle est continue sur Ja,b[ et continue à gauche en b. 

+ Une fonction définie sur un intervalle [a, b[ est dite continue sur [a, b[ si 

elle est continue sur Ja, b[ et continue à droite en a. 

  

  

  

                  

Ne € f(a) ë € f a 

b) KL 

a 
b fb) b 

f est continue à gaucheenb  fest continue à droite en a fest continue sur 

f n'est pas continue f n’est pas continue à la,b[ 
à droite en a gauche en b 

+ _ Soient a et b deux réels. 

Une fonction définie sur un intervalle [a,b] est dite continue sur [a,b] si 

elle est continue sur Ja,b[, continue à droite en a et continue à gauche en b. 

  
f{a) EF 

a 

f(b) = 

. Si une fonction est continue sur un intervalle L, alors elle est continue sur 

tout intervalle inclus dans I. 

    

      
æ Conséquences 

+ _ Toute fonction polynôme est continue sur tout intervalle contenu dans KR.
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+ Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son 

ensemble de définition. 

6. Continuité de la fonction |f| 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. 

Si f est continue sur L alors |f| est continue sur L. 

7. Continuité de la fonction /f 

© Théorème 

Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle I. 

Si f est continue sur L alors Vf est continue sur I. 

8. Image d'un intervalle par une fonction continue 
Théorème 
L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle. 

f() 

  

1.0, 71 
J I 

Remarque : 

La continuité est une condition suffisante mais n’est pas nécessaire pour que 
l'image d’un intervalle soit un intervalle. 

9. Equations de la forme f(x) = k 

Théorème 

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. 
Soient a et b deux réels de I tels que a <b. 
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), l'équation f(x) =k possède au 

moins une solution dans l'intervalle [a,b]. 

f(b) ZD 
k LA 

f(@) 

  

  

  

              O a XX x X2b
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ENONCES 

ED Dans chacun des cas suivants, justifier que la fonction f est continue au 
réel a indiqué : | 

  

  

1) 16)= 8x -x+1, a=-V2 2) 10) = +2 a=0,7 

3) = a+ a=3 4) 69 =baf -4p-2 a=15 

5) f(x)= a=-l 6) f(x) =V4x? -4x-3 a=2 
AK 

f(x}=x-1 six<0 
ED Soit f la fonction définie par fe 2x-4 si0<x<3 

f(x) = Vx+1 six23 

1) Tracer la courbe représentative de f dans un repère (O,i i, j) . 

2) a) Justifier que la fonction f est continue sur ]-c,0]. 

b) Justifier que la fonction f est continue sur ]0,3[ 

c) Justifier que la fonction f est continue sur [3,+| 

3) Justifier à l’aide du graphique, que la fonction f n’est pas continue sur IR . 

FE) La représentation graphique d’une fonction f est donnée ci-dessous 

1) fest-elle continue sur IR ? ] 
2) Représenter chacun des ensembles suivants : 

f(]-1,+0l) et f(]-c,-1)) À 

{(]-c,-+0[) est - t-il un intervalle ? 

3) Etudier la continuité de la fonction f sur xt '   
  son ensemble de définition. RE D 7 ARREEE 

4) Soit g la fonction définie par : { 

so =f(x) sixe}-1,+ol | 
g(x)=-f(x) sixe Ce 1] 

Tracer la courbe de g et étudier la continuité | 
de g sur son ensemble de définition.   

EE Justifier que f est continue sur IR dans chacun des cas suivants : 

1) f(x)=-x +x?-x+4 2) = TS x} 3} f(x) = x? +3x+5+x° +1 
+5 

2 Ix +5] 
4) f{x)=|x" -3x +2 5) f(x) = 31—15-— 6) f(x) = ) f)=h -3x +2] vire ) f0=  
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Les courbes ci-dessous sont représentatives des fonctions : 

f,f,6,0,6,f,6etf, définies sur [-2,4] 

  
Par simple lecture graphique, compléter le tableau suivant : 

F . Intervalles de Nombre de solutions de 
onction f (F2, 4) continuité de f l équation f(x) =0 
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La figure ci-contre est la représentation 

graphique Cf dans un repère orthonormé de la 

fonction f définie sur IR par : f(x) =x3-3x2+1 

1) En utilisant le graphique : 

a) Déterminer les images des intervalles [-1, Of, [-1, 2] 

et [0, 1] par f. 

b) Justifier que : 

  

— L'équation f(x) = 4 admet une unique solution dans IR. 

— L'équation f(x) = -1 admet exactement deux solutions dans IR. 

— L'équation f(x) = 0 admet exactement trois solutions dans IR. 

2)a) Montrer que l’équation f(x) = 0 admet dans ]0, 1[ une solution a. 

b) Donner un encadrement de «à à d'amplitude 101. 
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CORRIGES 

1) £0) = 2e _x+1 

£, étant une fonction polynôme, d'où f est continue en a =-V2. 

2) fH=XÈÈ, D,=R\{4) 

f, étant une fonction rationnelle, 0,7 e D, = R\{4} donc f est continue en 0,7 

3 
2 1 

On x 2. pose g:XR TT 

La fonction g est rationnelle définie sur R\{-1,1} donc g est continue en 3 

3) f(x) =   , Di=R\{41,1}. 
    

X— 

X°— 

d'ou f=|g| est continue en 3. 

4 f6=pf 4-2 ; D,=IR* 

f:x+ 4x] est continue sur IR, f,:xr>[xf° est continue sur IR et 

£:xh 2 est continue sur IR *. 

D'où f=f +f, +f, est continue sur IR* d’où f est continue en 15. 

___X 
5) #09 2x-|x+1] 

f:xh xest continue sur IR donc continue en -1. 

car xH> -|x+1| est continue sur IR. 
£:xt>2x-|x+1|est continue sur IR etx + 2x est continue sur R . Donc f, 

est continue en -1. 

De plus f,(-1) = -2 #0 d'où f -$ est continue en -1. 

6) f(x) = V4x? -4x-3 

u:x+> 4x? -4x-3 est une fonction polynôme donc continue en 2 et 
u(2) > 0 d'où f est continue en 2 

u 

1) La restriction de f à l'intervalle ]-+,0}] est représentée par une demi droite 

[AB) où A(0,-1) et B(-2,-3). 
La restriction de f à l'intervalle ]0,3[ est représentée par un segment [CD] 

privé des points extrémités C(0,-4) et D(3,2).
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La restriction de f à l'intervalle [3,+0[ est représentée par (C,) 

  

  
2) a) La fonction x x-1 est un polynôme donc continue sur IR en 

particulier sur ]-w,0] d'où f est continue sur |-c,0]. 
b) La fonction x 2x-4 est un polynôme donc continue sur IR en 

particulier sur ]0,3[ d’où f est continue sur ]0,3. 

c) La fonction x+>Vx-1 est continue sur [1,+c[ et [3,+[ c[1,+[ donc 

f est continue sur [3,+]. 

3) La représentation graphique de f sur IR met en évidence un saut du tracé à 
droite du point A(0,f(0)), la fonction est discontinue en 0. 

Donc f n’est pas continue sur IR. 

1) La courbe de f présente une rupture au niveau 
du point A(-1,f(-1)) donc f n’est pas continue sur KR. 

2) H(}H1 el) = [3e 
H(I-æ, 1) 101] : 
AG, = Je 1JUEE ef < 
qui n'est pas un intervalle. 

3) fest continue sur chacun des intervalles | 

ÏL, +0 et ]-,1[ (tracé continu)   
f est continue à gauche en x, =1. 

f n’est pas continue à droite en x, =1. 

Au niveau du point À (-1,-1)et à droite la courbe présente un saut.
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4) Le domaine de définition de g est R. 

Tracé de & : La restriction de g à l'intervalle     ]1,+0[ est représentéepar (C,) qui est confondue 

avec celle de f. 

La restriction de g à l'intervalle ]-c,1] est 

représentée par (C,) symétrique de & par 

rapport à l’axe des abscisses. 

& =(C,)U (C) 

Le tracé de g ne présente pas de rupture 
donc g est continue sur IR. 

1) f(x)}=-x°+x?-x+4 fest une fonction polynôme donc continue sur IR. 

  
  2) f(x) = + & f est rationnelle et définie sur IR donc f est continue sur IR. 

x 

3) f(x) = vx? +3x+5+x° +1 

+ La fonction f, : x+> x° +1est une fonction polynôme donc continue sur IR. 

+ La fonction x x°+3x+5 est polynôme donc continue sur IR. 

De plus, pour tout réel x, x? +3x+5>0 (A <0) donc la fonction 

£:xt> Vx?+3x+5 est continue sur IR. 
f=f +f, est fest continue sur MR. 

4) fG)= he -3x+2| 

La fonction g:x+> x? -3x+2 est polynôme donc continue sur IR donc la 

fonction x+> pe —3x+ 2| est continue sur R. 

5) f(x) =[x+3|-|5-x| 

La fonction x + x+3 est affine donc continue sur IR d’où la fonction 

f:xH|x+3] est continue sur R. 

La fonction x 5-x est affine donc continue sur IR d’où la fonction 

f:xH[x+3] est continue sur MR. 

f=f +f, somme de deux fonctions continues sur IR donc f est continue 

sur KR. 

x+5l 
6) f(x) = + 

x +1 

* La fonction x x+5 est affine donc continue sur IR d’où la fonction 

f:xt{x+5] est continue sur R. 

+ _ La fonction x+> x? +1 est polynôme donc continue sur IR.
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De plus, pour tout réel x, x? +1>0 donc la fonction £:xe x?+1 est 

continue sur IR. 

De plus, pour tout réel x, f,(x) #0 donc f =i est continue sur KR. 
2 

  

  

  

  

  

  

  

  

    

Fonction | f([-2,4) continuité de! de l'équation HO 0 | 

f, [2,3] [-2,0[ et [0,3] 2 solutions | 

f, [2,3] [2,3] 3 solutions ” 

f, [2,3] [2,3] 1 solution 

f, [2,3] [2,3] 1 solution | 

£ [-3,3] [-3,3] 1 solution | 

f; [-2,1UL,3] | [-2,0[ et [0,3] 1 solution | 

f [2,3] [2,3] 1 solution | 

f, [-1,4]U{-2} [-2,2]et }2,4] 1 solution —         

Da) £([-10])=[-3,1}, £([-1,21) =[-3,1] et £([0,1]) =[-11] . 
b) — La droite d'équation y = 4 coupe Cf en un unique point donc l'équation 

f(x) = 4 admet une unique solution dans IR 

— La droite d'équation y =-1 coupe Cf en deux points donc l'équation 

f(x) = -1 admet deux solutions dans IR 

— La droite d'équation y =0 (l'axe des abscisses ) coupe Cf en 3 points 

donc l'équation f(x) = 0 admet 3 solutions dans IR 

2)a) fest une fonction polynôme donc continue sur IR, f(0) x f(1) < 0 

Donc l'équation f(x) =0 admet au moins une solution a dans ]0,1[ 

b) On utilise la méthode dichotomique qui consiste à découper l'intervalle 

[0,1] en dix intervalles de même amplitude 107! 

  

X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
  

f(x)   1     0,97 0,88     0,75   0,58   0,37   0,13   -0,12   -0,4 : -0,7       
  

On a f(0,6)xf(0,7) <0 d'ou 0,6 <a <0,7 

 



Chapitre 3 

Limites et Continuité 

1. Limite en un réel a d’une fonction continue en a 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel del. 

fest continue en a, si et seulement si, lim f(x) = f(a) 
X->a 

© Théorème 
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut être en un 
réel a de I. - 

lim f(x) = 2 si, et seulement si, lim f(x) = lim f(x) = £ 
x=>a xa* x-a” 

2. Calcul de limites 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut être en un 

réel a de I et soit g une fonction définie sur l'intervalle L. 

Si g est continue en a et si g(x) = f(x) pour xx a alors lim f(x) = g(a). 

3. Prolongement par continuité 

© Théorème et définition 6 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, 

sauf en un réel a de I, et admettant une limite /ena | 
: a b 

Alors la fonction g définie par : g{x) = ni à k 7 h 

est continue en a. 
Ex 

© Vocabulaire 

On dit que la fonction g est le prolongement par 

continuité en a de la fonction f a b 

On dit aussi que f est prolongeable par continuité en a. 
  

4. Opérations sur les limites finies 

© Théorème 

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I, sauf peut-être en 

un réel a de T et telles que f et g admettent pour limites respectives £ et £'en a. 

Alors
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. Him(f+g)=2+#f * limkf=k£ (keR) 
-_Him|=[4 + limfg=e 4 
«+ Si 240 alors lim =} + Si£'#0 alors lim À = 

5. Limite et ordre 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut être en un 

réel a de I et admettant pour limite £en a. 
+ Si f(x) est positif pour tout réel x de I distinct de a, alors £20. 

+ Si f(x) est négatif pour tout réel x de I distinct de a, alors £ <0. 

© Remarque 

+ _ L'inégalité donnant le signe de f(x) peut être stricte ou large. 

+ En passant à la limite l'inégalité stricte devient large. 

Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut être en un 

réel a de I et admettant pour limite £en a. 

Si f(x) est positif pour tout réel x distinct de a, alors lim VE = V2. 

6. Limite à droite (ou à gauche) en a 
et continuité à droite (ou à gauche) en a 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle Ï et a un réel de I. 

+ La fonction f est continue à droite en a si, et seulement si, lim f(x) = fa). 
X—a 

+ La fonction f est continue à gauche en a si, et seulement si, lim f(x) = f(a). 
X—a 

® Théorème 

+ _ Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b[ sauf peut être en a et gune 

fonction définie sur un intervalle contenant [a,b.. 

Si g est continue à droite en a et si g(x)=f(x) pour tout x de Ja,b[ alors 

lim #60) = g(a) 

+ _ Soit f une fonction définie sur un intervalle ]a,b] sauf peut être en b et g une 

fonction définie sur un intervalle contenant Ja,b|]. 

Si g est continue à gauche en b et si g(x)=f(x) pour tout x de Ja,b[ alors 

lim 469 = g(b).  
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EXERCICES 

nr Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la fonction fen x, 

1) fD= sx -50 +1 | 2) fO)=V3x+5x47 x, =1 

  

  

         
  

  

  

  

2 
-1 = = J2xr1+-4 =- 3) fx) =* X+5 Xp =2 4) f(x)= 2x +14 Xo = —10 

—5x+7 5) f(x)=(x 4) ET x, =1 

Calculer la limite de la fonction f au réel x, indiqué : 
2 -L=2x _- _hébdez Xo =—1 2) f(x)= PFE Xo =0 

3) fx)= F, : x) =9 

Calculer la limite de la fonction f au réel x, indiqué : 

- X=9 = _Vx-v2 = 1) fG)= 2 Téx Xp = 3 2) f(x) = <> Xg =2 

3 

3) {(x)= 2 x, =—5 4 (= PSS x, 22 

x+1, x+ 
X+ 

5) fo) =2= 24 Xo = 3 6) f(x)= sur o =0 
  

2 

Soit f la fonction définie par f(x) = X =6X+ = SK + 5 

1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Peut-on trouver un prolongement de f par continuité en 1 

3 2 

ED Soit f la fonction définie sur ]1,+[\{2} par f(x) = ER E 

1) Calculer la limite de f en 2. 
2) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 2 ? Si oui définir ce 

prolongement.
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. 2x° 
Er Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x + 

La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0. 

  

X 
; si x <0 

X°+x—2 

Soit f la fonction définie par f(x) =42x si0<x<3 

Vx+1 six >3 

1) Déterminer le domaine de définition de f. 
2) Etudier la continuité de f sur son domaine de définition. 

EE On considère la fonction f définie sur IR par : 

x? —3x° -16x +48 
x? -16 

f(x)=<a si x =4 

b si x = —4 

sixz4 et xx -4 

1) Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en 4. 
2) Déterminer la valeur de b pour que f soit continue en -4. 

  

2 . . PE —9 
1) Soit f la fonction définie par f(x) = —X=2— 

P Vx? -6x+9 

Etudier la limite de f en 3. 

2) Soit g la fonction définie par gx) = Bi 

Calculer la limite de g à droite et à gauche de 5 . Conclure. 

2 

3} Soit h la fonction définie par h{x) = = : ; . 
x° —|x 

Etudier la limite deh en 0. 

x° —8 
x—2 

Vx-1-1 

x—2 

si x <2   

ED On considère la fonction f définie sur IR \{2} par : f(x) = 

six>2 

1) Déterminer la limite de f à gauche en 2. 
2) Déterminer la limite de f à droite en 2. 
3) La fonction f admet-elle une limite en 2 ? 
4) La fonction f est-elle prolongeable par continuité en 2 ?
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11 th = LA + x + 6 

Soit f la fonction définie sur IR \ {-1} par : (x — 2)fx + 1] 

fC)=-1 
1) Montrer que f est continue en 2. 

2) Etudier la limite de f en - 1. 

3) Soit g la fonction définie sur IR \ {1} par: g(x) = 8E(-— x) — f(x). 

Déterminer la limite de la fonction g en - 1.
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CORRIGES 

1) f)=3x-5x° +1, x, =-1 

La fonction f , étant une fonction polynôme, donc continue sur  . Elle est, 

en particulier, continue en x, =-1 d’où lim f(x) =f(-1) =9. 

2) fC)= V3 5x7 , x =i 

Signe de 3x? +5x+7: A=25-84 <0 donc pour tout réelx, 3x°+5x+7>0 
La fonction k> + + ,étantpolynôme,estcontinuesur et 

puisque 3x? +5x+7 >0 pour tout réel x alorsf: HV ?+ + est 

continue sur KR en particulier f est continue en x, =+ . 

D'où limf@) =f(L)= Val 
xl 2 2 

2 D 160-É 
La fonction f est rationnelle donc continue sur son domaine de définition 

IR\{-5} en particulier en x; =2 d'où limf(x) = f(2) => . 

  r  Xo=2 

4 es 4) f(x) =V-2x+1 + x : o=— Fest définie sur Je 4]\t-3}. 

* La fonction x H -2x +1est continue et positive sur ke 1 (fonction 

polynôme , donc la fonction x > -2x +1 est continue sur k- 1 

d’où continue en -10 

  + La fonction x est rationnelle et définie en x, =-10 doncelle est 
4 

x +3 
continue en tout point de cet ensemble en particulier en x, =-10 

d’où fest continue en -10 et par suite lim f(x) = f(-10) = 21 +. 

2 

f60 =(x-4Y x =5x+6 1. 
5) (x) (x 4) + xË _2x + 4 , X9 

f est la somme d’une fonction polynôme et d’une fonction rationnelle donc f est 

continue sur son contenant 1 et par suite lim f(x) = f(D) =81 ++ = 2
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1) nes 2x! et X, = 1 

xh 1-25 est rationnelle et définie en -1 donc continue en —1 d’où f est 
X — 

continue en -1 et par suite Jim f(x) =f(-D) =2. 

x? +x|+2 
2) = T5 » Xg =0 

+ La fonction xk> x? +x, étant polynôme, est continue en tout réel donc la 

fonction FR | 2 + | 2 est continue sur IR 

*_ La fonction x H>/x|+3 est continue et ne s’annule pas sur IR 

donc f est continue sur IR et par suite lim fG) = f(0) = ? 

+ fbo= + , = 3) f(x) Pd=25 Xp =9 

+ La fonction x +> vx +1 est continue sur [0,+c[ donc continue en 9, 

*_ La fonction x H>|x|-25 est continue et ne s'annule pasen9 donc fest 

continue en 9 et par suite lim f(x) = f(0)= +. 

-9__(x+3)(x-3) _x-3 

1609 = EE 6 HD — 2 
  Soit g la fonction définie sur ]-c,0[ par g(x) = , 8 est rationnelle et 

définie en (-3) donc g est continue en (-3) et a Dius g(x) = f(x) pour tout 

xE]-c,0[\{-3} donc lim f(x) = 8(-3)=1. 

2) f(x) = x=v2 . La fonction f est définie sur [0,+o[\ {2}. 

  Pour tout [0,+x[\{2}, LOT RE 

Soit g la fonction définie sur [0,+c[ par g{x) = 5 . 
X + 

La fonction :x H> Vx +V2 est continue et ne s’annule pas en2 et donc g 

est continue en 2 ; de plus g(x)=f(x) pourtout
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. 1 
d lim f(x) = g(2)= ——. onc lim (x) = g(2) 5 

_ [x +125 
3) f(x)= 55 

x° +125 _ (x+5)(x? -5x +25) _ 
xX+5 x+5 _ 

la fonction x +> x°-5x +25 .est continue et positive en tout réel donc la 

fonction g définie par g(x)=Vx°5x +25 est continue en -5 d’où 

Jim f(x) = 8(-5)=5 

Pourtout Z%- ,ona: x? 5x +25   

4) f(x)= I . La fonction f est définie sur [£,+[ \{2}. 

Pour tout [£,+[\{2}, 

_ (2x +5-3)V2x+5 +3) | 2x+5-9 2x—4 
(x-2)V2x +5 +3) (x-2XV2x+5+3) (x-2XV2x+5 +3) 

2 2 
= On pose g(x) = ————— 
V2x+5 +3 poses V2x +5 +3 

La fonction x + V2x +5 +3 est continue et ne s’annule pas sur [£,+| 

f(x) 

f(x) = 

donc g est continue en 2 et par conséquent lim f(x) = gG) =: . 

X+1 , 4 

5) f()= 4 . La fonction f est définie sur  {  }. 
  

Pour tout x appartenant à IR\{3,4}, 

xt ; 4 f(x) = X=4 _X+1+4(-4) _ 5x-15 ___5 
x—3 (x-4)(x-3) (x-4)(x-3) x-4 

Soit g la fonction définie sur IR \{4} par g{x) = 5 

La fonction g est rationnelle donc continue sur IR \{4} et [0,4[ C IR \{4} 

La fonction g est donc continue en 3 et de plus g(x) = f(x) pour tout 

[0,4[\{3} donc lim f(x) = 8(G3) =-5. 

(x +1) -1 
x 

6) f(x)= . La fonction f est définie sur IR’. 

Pour tout x appartenant à IR’, 

(x +1) -1 _be +3x?+3x+1-1 
x 

JE LD) ax 44   6 

Soit hG)=|:° +3x +3].
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La fonction h est continue en tout réel d’où h est continue 

en 0. De plus f (x)=h(x) pour tout x #0 donc lim f(x) = h(3) =3. 

1) On désigne par D, le domaine de définition de f. 

D, ={xeIR tel que x-1#0},d'ou D, =IR\{1} 

2) Pour tout xeIR\{1}, 40) = LED x 5 

La fonction g:x+H> x-5, étant une fonction polynôme, est continue sur IR 
donc continues en 1. 

On a alors g continue en 1 et g(x) = f(x) pour tout x #1 

donc lim f(x) = g(1) = 4. 

On obtient donc : 
gtx) = f(x) six #1 

g(1) = 4 
g est le prolongement par continuité en 1 de la fonction f. 

lim f(x) = -4 et la fonction g définie sur IR par 

O 

1) Calcul de limf(x). Pour tout ] +e[ { },ona 

£6 = x 2x? +x-2 _ x?(x—2)+x-2 _ (x—2)0 +1) _x?+1 

x? -3x+2 @-D(x-2)  (c-1)x-2) x-1 

x +1 
x-1 

La fonction g, étant rationnelle, est continue en tout réel où elle définie. Elle 

est, en particulier continue en 2. Pour tout xe ] +x[ { }, g{(x)=f(x). 

Soit g la fonction définie sur ]1,+|[ par g(x) = 

: L _4+1 _ 
Donc lim f(x) = 8(2)=5— =5. 

2 
  2) On a: pour tout xe]Ï1,+æ[\{2}, f(x)= 

prolongeable par continuité en 2. 

et = doncfest 
x—1 x2 

  

_x?+1 . 
La fonction g définie par (se = sixell+o[\(2} 

g(2)=5 
estle prolongement par continuité en 2 de la fonction f.
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2 

f(x) -2+x 

f est définie sur IR' par f(x)= ou si x>0 
2x-1 six<0 

Soit g:x—> + . La fonction g, est affine donc elle est continue en tout 

point x, de IR en particulier à droite en x, d’où g, est continue à droite en 0 

et g,(x)=f(x) pour tout x >0 donc lim f(x) = g,(0)=1. 

Soit g :x—> — . La fonction g, est affine donc elle est continue en tout 

point x, de IR en particulier à gauche en x, d’où ,est continue à gauche 

en0et g,(x)=f(x) pour tout x <0 donc im f(x) = g,(0)=-1. 

lim F9 # im f(x) donc f n’admet pas de limite en 0. 

Donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0. 

7 
p Sur l'intervalle |-c,0], f est définie si et seulement si x? +x-2 #0. 

Or x?+x-2=-0ex=1oux=-2, 16]-«,0] mais -2e |-w,0] donc fest 

définie sur }-x,0]\{-2}. 

On désigne par D, le domaine de définition de la restriction de f à 

l'intervalle |-,0]. On a donc: D, =]-,0]\{-2}. 

+ Sur l'intervalle ]0,3[, f est une fonction polynôme (linéaire) donc définie 

sur cet intervalle. La fonction f est définie sur D, = ]0,3[. 

+ Sur l'intervalle [3,+c[, f est définie si et seulement si x+1Zz0donc 2>- 

ce qui est vérifiée pour tout x 23. 
La fonction f est définie sur D, =[3,+[ 

+ Conclusion: D, =D, UD, UD, =R\{-2}. 

2) -+ fn'est pas définie donc n’est pas continue en (-2). 

+ _ Sur chacun des intervalles |-,-2[ et ]-2,0] f est rationnelle avec un 

dénominateur ne s’annulant pas sur ]-w,-—2[ U }]-2,0] donc f est continue 

sur chacun des intervalles ]-æ - [ ]- ]. 

Par suite, f est continue sur chacun des intervalles ]-c, -2[ et ]-2,0[ et 

continue à gauche en 0. 

+ Sur ]0,3[ f est polynôme donc continue sur cet intervalle. 

+ Pourtout xe [3,+0{[,ona + > doncf:xr>4Vx+1 est continue sur
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[3,+of. 

Par suite f est continue sur ]3,+«[ et à droite en 3. 

Continuité de f à droite en 0 et à gauche en 3: 
f(0)=0 et f(3)=2 

La fonction g: x 2x est polynôme donc continue en tout réel d’où elle 
est continue en 0 et en 3 et par suite elle est continue à gauche en 3 et à 
droite en 0. 

lim 2x =0 = f(0) donc f est continue à droite en 0. 
x»0* 

lim2x=6 #f(3) donc f n’est pas continue à gauche en 3. 
x-3 

f est continue à gauche et à droite en 0 donc continue en 0. 
f est continue à droïte mais non pas à gauche en 3 donc f n'est pas 
continue en 3. 

En conclusion : f est continue sur {— }. La fonction f est continue 

sur chacun des intervalles ]-c,-2[, ]-2,3[ et [3,+c[ . 

Simplification de f(x) pour tout x #4 et x#-4,ona 

x? 3x? -16x+48 _ x(x° —-16)-3(x° 16) _ (x 3) -16) _ x-3 f = 

Co) x? 16 x? —16 x? 16 

1) La fonction g, définie sur ]0,+œ[ par g,(x)=x-3 est affine donc continue 

2) 

en tout réel d’où g, est continue en 4. 

Aussi pour tout xe ]0,+x{\{4} on a g,(x)=f(x) donc lim f(x) = 8,(4) =1. 

La fonction f est continue en 4 si et seulement si lim f(x) = f(4)= a. 

Ainsi: pour a =1, f continue en 4. 

La fonction g définie sur |-x,0[ par g,(x)=x-3 est affine donc continue 

en tout réel de ]-,0[ d’où , est continue en 4 . 

Aussi pour tout x € ]-,0[ \{-4} on a g,(x) = f(x) donc lim f(x) = g(-4) = -7. 

La fonction f est continue en —4 si et seulement si lim f(x) = f(-4) = b c'est à 

Ainsi: pour b=-7,fest continue en —4. 

1) f(x) = 

Pour tout > ona: f(x 

5e -6x+9 : Vx-3ÿ "pa 

Soit f, la fonction définie sur [3,+x[ par g(x)=x+3.



2) 

3) 
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f, est affine donc continue sur [3,+x[ d’où f, est continue à droite en 3. 

On a aussi, pour tout xe [3,+0[, f(x)= f(x) .Donc lim fG)=£1(63)=6. 

Pourtout < ona: f(x) = =-x-3. 

Soit f, la fonction définie sur ]-c,3] par f,(x)=-x-3. 

f, est affine donc continue sur |-x,3] d’où f, est continue à gauche en 3. 

On a aussi, pour tout xe ]-«,3[ f,(x) = f(x) Donc lim f(x) = 1,(3)=6. 

lim f # lim f donc f n’admet pas de limite en 3. 

1 sixe]i,+of 

-1sixe]-,1[ 
  g(x) = | — J la fonction g est définie sur IR \ 1) : g(x)= 

La fonction g,:xh 1, étant constante, est continue sur (3, | donc g, est 

continue à droite en i et puisque g,(x)= f(x) pour tout xe},+[ 

d'où lim f(x) = g, (1) =1. 
xl" 3 

La fonction g, :x > 1, étant constante, est continue sur ]-,1] donc , est 

continue à gauche en — et puisque g,(x) = f(x) pour tout x e ]->,1[ d'où 

lim 169 = 82) = 1. 
x1 

3 

Conclusion : lim 1 gx) # lim 7 800 donc g n’admet pas de limite en + 
x} 

D, =IR'\{-1,1} 

Pourtout € ‘ {- }, h(x)= __Rlbd+D _ px +1   

  

Pdx-2  l-1 
Si xe]0,+[\{1}, h(x)= : 

: x+1_x-1 Si xef-w,0[\{-1}, h(x)= TS! 

Soit h, la fonction définie sur Qi par h,(x)= | . La fonction h, est 

rationnelle donc elle est continue sur [0,1[ en particulier à droite en 0 

eth,(x)=h(x) pour tout € ]0,1[ donc lim h(x)=h,(0)=-1. 

Soit h, la fonction définie sur ]-1,0] par h,(x) = 2. La fonction h, est 

rationnelle donc elle est continue sur ]- ]d'’où , est continue à gauche 

en 0 et h,(x) = h(x) pour tout xe ]-1,0[ donc lim h(x) = h,(0) =-1.
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On obtient donc : = =-— d'où lim h(x) =-1 
x=207 x=#0* 

  
3 

xX_—8 si x <2 
f9 = ne 

LS 1 six>2 

_6- 2)6 +2x+4) 
X— 3 x-—2 

Soit g la fonction définie sur |-,2] par g(x) = x? +2x+4. 

1) Pourtout < ona: f(x)= =x?+2x+4 

g est une fonction polynôme donc continue sur |-,2] d'où g est continue à 

gauche en 2. 

Pourtout el-x [, g(x)=f(x), donc lim f(x) = g(2)=12. 

2) Pourtout > ona: 

  

600 = Ve 1=1 L GX -DOX EL 4) | x—2 1 
x—2 (x-2)Vx-1+1)  (x-2) x 140 "xt 

Soit h la fonction définie sur [2,-+00 r h(x = 1, 
: [ par R(X) Vx=1+1 

La fonction + — , étant affine, est continue sur [2,+c[ et x-120 pour 

tout xe [2,+c[ d’où la fonction x + Vx-1 est continue sur [2,+«[ et pour 

tout xe[2,+cf, Vx-1+1#0 donc la fonctionh:xr est 1 
V - + 

continue sur [2,+œ[ et en particulier h est continue à droite en 2. 

Il en résulte que : h est continue à droite en 2 et pour tout xe |2,+[, 

h(x) = f(x) donc lim f(x) = h(2) = T5 + , donc lim f(x) =—. 

3) # donc f n’admet pas de limite en 2. 
x2* x22" 

4) Puisque f n’admet pas de limite en 2 donc f n’est pas prolongeable par 
continuité en 2. 

X x X 3 
IR\ X , o af x 

(22%) _. 
  1)Pourtout € 422} Q ( )= 2] TT = | Pa 

2 9 X : ; 
è ( )= ti = À ) a eP nthneen2 

olaf x 

2) € {22}n Or
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Ai OL Ç (-}=s! m m 

m ()- mm L )=4 un y ()= CT () 

Donc f n’admet pas de limite en -1. 

3 e}'[n °e] Ta <)= ° 0-0 
8 D D (o)3"x i OC x ‘ou x F6



Chapitre 4 

Limites et comportements 

asymptotiques 

1. Limites infinies en un réel 
œ Définition 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de I. 
+ _ On dit que la fonction f a pour limite + en a si limf-limf=+0. 

On note lim f = +0. 

+ On dit que la fonction f a pour limite -w en a si, lim f = lim f = —o. 

On note limf =-,. 

® Théorème 
Pour tout réel a et pour tout entier naturel n non nul, on a : 

. 1 . 1 . 1 
° lim—=+0 e Lim-—— = -0 * lim = +00 

x-a (x -a)" x” (x -a)"1 xa* (x -a)"1 

2. Opérations sur les limites 

Les résultats suivants concernent les limites en un réel, ou en l'infini, de la 

somme, du produit et du quotient et de la valeur absolue. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

              

  

  

            

  

  

  

  

  

  

  

  

          

  

  

  

limf | limg | lim(fxg) 
limf | limg | lim(f+g) 2 2 2x E 

£ £ {+2 Ho | £'>0 | + 
£ +e +0 +o | £'<0 | -œ 
—00 Ê —0 > £ 50 | => 

+00 +00 +00 _o £' 20 +0 

—00 —00 0 Lo = Lo 

+00 —00 —0 

8 |rr0| <£ - - 
Ê limf | lim/f| 

+00 L'>0 +00 { | 4| 

+o | £'<0 —00 

—o | £'>0 00 + +2 

—o [£<0 | +0 LE 
L +00 0 

£ —00 0 

120 0 na (règle 

e signes)          



48 Limites et comportements asymptotiques - Résumé 

3. Limites d'une fonction polynôme ou d'une fonction rationnelle 

® Théorème 
+ La limite d'une fonction polynôme, quand la variable tend vers l'infini, est la 

même que celle de son terme de plus haut degré. 
+ La limite d’une fonction rationnelle quand la variable tend vers l'infini est la 

même que celle du quotient des termes de plus haut degré. 

7. Limites de Vf 

æ Théorème 

+ _ Soit f une fonction positive, a un réel et L'un réel. 

Si limf = £ alors lim Vf = V£ 
X—à X—a 

+ Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle voisinage de + et 

£unréel. Si limf=£ alors lim VF = V£ 
X—>+0 X—>+00 

- Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle voisinage de -w et 

£un réel. Si lim f=£ alors lim VF = Ve. 
X—>-0 X——00 

4. Asymptotes 
Soit f une fonction et & sa courbe représentative dans un repère orthogonal 

(O, i, j). Rechercher les limites de f définie sur un intervalle I et représentée 

par la courbe & dans un repère orthogonal conduit à déterminer la (ou les ) 

asymptote(s) À à & dans les cas suivants : 

œ Asymptote verticale 

f est une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf en un réel a de I. 

Si (limf=+o ou limf=-x oulimf=+0oulimf=-x) 

alors la droite A:x=a est asymptote verticale à la courbe €. 

La courbe aura l’une des formes suivantes : 

    i    
limf=+to | limf=teo | jimf=-_ limf=-o [limf=limf=+0 | limf=limf=- 0 
at a a” at at a at a 

Remarque : Si f n’est pas définie en a, pour que la droite d'équation x =a 
soit asymptote verticale il faut que la limite de f en a soit infinie.
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© Asymptote horizaufale 

f est une fonction définie sur un intervalle voisinage de +0 
Si limf=balors la droite d’équation ÿ =b est asymptote horizontale à la 

courbe € au voisinage de +, la courbe aura l’une des 2 formes suivantes : 

\ 

À 

  

  

f est une fonction définie sur un intervalle voisinage de -0 
Si limf=balors la droite d'équation y =b est asymptote horizontale à la 

courbe & au voisinage de -«, la courbe aura l’une des 2 formes suivantes : 

x=b 

j 
CE     

Asymptote oblique 

f est définie sur un intervalle de type [a,+x[ (voisinage de +) 

Lorsque lim [fC)-(ox+8B)]=0 on dit que la droite d’équation y = ax+8 

est une asymptote oblique à la courbe & au voisinage de +. 

f est définie sur un intervalle de type |-x,a] (voisinage de -) 

Lorsque Jim [£(x)-(ax+B)]=0 on dit que la droite d’équation y = ax +8 

est une asymptote oblique à la courbe & au voisinage de -«. 

à CA 

  

O
k
 

O
k
 

F a 1 > 

| > 
Remarque : 

On remarque qu'une asymptote peut couper sa courbe
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EXERCICES 

Déterminer les limites aux bornes de l’ensemble de définition des 

fonctions suivantes : 

  

      

3x +1 x-—7 x?+x+1 1) {= D = D 0 

_ _ __+fl 4) f(x)= 5) f(x) = F2 6) f(x) = 7] 

  7 É00=VxF4-VX 8) fx)= Lx 9) (9= 

Calculer les limites suivantes : 

    

    

    

  

  

2 

1) limx 243x-1l 2) lim 3X_=5X 5x 3) lim x +x+1 
x—-1 1+x x5 x—0 x? +4 

__2 x? +1 
4) lim _ 5) lim X— L x? -9 6) lim xt 

3 Vx-4 —4 : — + 
m 8) lim —— 9) limil+ 

1 x-1}) V2x-1 ) x4 X—4 ) x—3 V3-x 

2 

10) lim-x? +x-5 11) lim x°-x-1 12) lim 

2 

13) Jim X2 + 3x —— 14) lim, — 15) lim, —— 
+ x—»-00 + X->+00 X 

16) lim x += 17) lim —1 18) lim 
) lim D im ) En Pere T+4° 

1) L)=5-3Vx. 

X _3 NX _3) a) Montrer que pour tout x e ]0,+[, f(x) = Vx( ; 

b) En déduire lim f(x) 

  

  

D 800=—Ÿ 
1-2 

JT 

a) Montrer que pour tout xeÏk,+o[, g(x)= T 
3-21 

X
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3) 

4) 

5) 

6) 

b) En déduire lim g{x) 

h(x) = VX + 3—2 

a) Déterminer le domaine de définition de h et montrer que pour tout 
1 xE D, : (x) = 

F (9 Vx+3+2 

b) En déduire lim h(x:) et lim h(x) 

k(x)=Vx?+4-x+2 

a) Calculer lim k(x) 

4 

Vx+4+x 
b) Montrer que pour tout réel x>0 : k(x)=2+ 

c) En déduire lim k(x) 

Soit j(x) = 2x2 -5x+3 +Xx 

a) Montrer que pourtoutxe]-æ [, j(x)=-x( 2 +5 -1) 

b) En déduire lim j(x) 

2 

(x) = XX 
(9 x?-x-2 

a) Déterminer le domaine de définition de la fonction £ 
b) Simplifier £ 

c) £ 
x—-1 

Dans la figure ci-dessous & & € €  & sont les représentations 

graphiques de cinq fonctions f, , f, ,f, , f, et f, respectivement. 

Par lecture graphique, donner pour chacune de ces fonctions : le 
domaine de définition, les limites aux bornes du domaine de définition et 

la nature et une équation de chacune des asymptotes. 
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= : 2,x 2 ol =1-<+< = . EE Soient f(x) x 19 et g{x)=-x+3+ ET 

Préciser pour chacune des fonctions f et g, lorsqu'elles existent, les asymptotes 
(verticales, horizontales ou obliques) à la courbe représentative de la fonction 
correspondante. 

2 

ED soit 6 - ——* 

1) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout xelR\ {2} f(x) = ax +b +5 

2) En déduire l'existence d’une asymptote oblique pour la courbe & au 
voisinage de + et au voisinage de -w. 
Préciser la position de & par rapport à cette asymptote. 

3 La courbe # admet-elle une autre asymptote ? Si oui la préciser. 

La fonction f est définie par f(x) = 1x? +6x+8 

Soit & sa courbe représentative dans un repère du plan. 
1} a) Donner le domaine de définition de f. 

b} Calculer les limites de fen + eten -«. 

2) Déterminer alors Jim (f()+(x+3)) et Jim (f(x) — (x +3)). 

En déduire que la courbe & admet deux asymptotes obliques au 
voisinages de + et -«. 

3) a) Montrer que pour tout réel x: x°+6x+8 <(x+3) 

b) En déduire la position de & par rapport à ses asymptotes. 

EF» Soit f la fonction définie par f(x) =-x+4Vx?-4. 

On désigne par & sa courbe représentative dans un repère orthonormé 

1) Calculer 
—}—00 

4 

Jx2-4+x 
2) a) Montrer que pour tout xe[2,+0[, f(x) =



Limites et comportements asymptotiques — Enoncés 53 

b) En déduire lim f(x). Interpréter le résultat graphiquement. 

3) Montrer que la droite A : y = -2x est asymptote à . 

Soit la fonction f définie sur IR* par f(x) = N2+x -@=3) 

1) Montrer que pour tout x € ]0,+c0[ 

6 
on a x? +9+(x-3)>0et OT os 

x°+9+(x- 

2) lim f(x) et lim f(x). interpréter ces résultats graphiquement. 

3) Montrer que pour tout x € ]-<,0[, f(x) =-./1 +5 +3 1 

En déduire . . Interpréter. x x 

fx XP 

Soit f la fonction définie sur IR par : ( ) = +1 s® 

+V + +1 € +0 

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un 

repère orthonormé |O, i, j ] 

1) Montrer que f est continue en 0. 

2) Montrer que f est continue sur IR. 

3) Calculer Jim f(x). Interpréter graphiquement le résultat obtenu. 

4)a- Calculer lim f(x). 
X-3+0 

1 
b- En déduire que la droite A:y =2x +; est une asymptote oblique à (C) 

au voisinage de +00.
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CORRIGES 

Soit D le domaine de définition de f. 

1) 09 = PE , D=R \{-5}=}0,-5[U}-5,+[   

. lim f60 = lim 23 ; lim £(X) = Jim 2* = 
X—>—0 X——0 X X-—-#H00 X 

  + _ f(x)= £Gx) où f.et f, sont deux fonctions polynômes donc elles sont 

  

£0G) 

continues en (-5). Par conséquent lim É(x)=£6(-5)=3(-5)+1--14 et 

0* 

lim(x +5)=0 ——> deux cas à étudier, la limite 0 0- 

CT C5 
x -œ > (5) <— +00 
  

    x+5 _ 0 +   
  

lim (3x+1)=-14 et lim (x+5)=0"* donc lim f(x) =- 
x—(-5) x(-5)* x=(-5)* 

lim (3x+1)=-14 et lim (x+5)=0 donc lim f(x) =+0 
x(-5) x-{—5) x—(-5) 

2) = TE , D=R \ÿ) =} ul 

. lim £(x) = lim == lim = 0 
xX—>—00 x0 x x->-0 À x 

Jim x) = lim = lim L 0 
X +0 x+0 4x x+0 4x 

+ Calcul de lin f(x) 

  f(x) = ï = où fet f, sont deux fonctions polynômes donc elles sont 
2 

continues enz . Par conséquent lim £09)=£6(0)= -$ et 

lim £(%)=£(4)=0* car (2x-1) 20 pour tout réel x. 

lim(2x 1) =0° , 
“72 => lim f(x) = donc lim—— = +00 

imoc-7)= 18 | PEU 4 (x -1) 
x77
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3) f(x Ne , D={xeR tel que x? +x-2 #0} 

Si x?+x-2=0 (équation du second degré où a=1, b=1 et c= 2) 

a+b+c=0 donc x'=1 et x'=2=-2. 

D'où D=R\{-2,1} =]-x,-2{[U]-2,1[U]1,+0f. 
+ limite de f à l'infini : 

x? 

Jim n f(x) = = lim À; =1 et Jim ne = lim x =1 
— x? X->+0 X 

+ limite defen (-2): f(x y = 409) Go) où f.et f, sont deux fonctions 
£G) 

polynômes donc elles sont continues en (-2). Par conséquent 
lim f(x) =£(-2)=3 et Jim f(x) = f,(-2)=0. 

  

Onaalors: li 2 1)=3 ” i 2 2)= pese, 70 

| 2 -2* 1 1 
X —00 —#(-2)<— le +00 
  

        

x?+x—2 + 0 _ Ü + 

lim xŸ +x +123 | 
x=(-2)* = lim f60) = -0 

lim x?+x-2=0 x-#(-2)" 6) 
x(-2)t 

lim x?+x+1=3 
x-(-2) 

lim x?+x-2=0" 
x(—2) 

= Jim f(x) =+0 
x(—2) 

+ Limite defen 1: f(x)= où fet f, sont deux fonctions polynômes 

donc elles sont continues en 1. Par conséquent lim f(x)=£(1)=3 et 

lim f, (x) = £,(1) 0. 

deux cas 7 0° On a alors : lim(é +x+1)=3 et lim(x® +x-2) = 0 V0 

Rx +x+1=3 | to ve 
lim x? +x-2 = 0" x" 

lim x? +x+1=3 | 

lim x? +x-—2=0" 
x->17 

= lim f(x) = 
x1
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4) 
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Gx#Y #1Ÿ 
Si! D= {fxeR tel que >xŸ+ 27 #0} = 

On a: x°+27=4x+3)(x7 3x +9) 

Si x°+27=0'cox+3= Dow x -3x+9—0 & x=-3 
nr mm = 

A=9-36.<0 

DR \{-3} =Jo,-HUT-+af 
- limit» de f à l’imfini : 

TT 16 linnf{x) = ] lim e = lim16x=-0 et lon 1 f(x) = lim 
16x* 

X->-20 X 

  = Jim 16x = +0 

° limite defen (-3)): 

lin (x +1) =625: et lim (x? "+27 )-20 
x-»(:3) 

Büuisque- (x° +27}x{x+3)(x7 3x +9 et x*-3x+9>0 pour toutréel x 

albrs: (x° +27) prend le signæde (x 1 3) 

5) 

6) 

  

  

        
  

CC) 
XX O0 : (3)+ +00 

x+3 _ 0 + 

Hion. (x+3)=0 =: lim #27 = 0* 
* x = lim f(x}= +0 
Jim (2x+1)* = 625 Jin. 109 

x-4(-—3) ii f =: 

lim (2x +1) = 625: lim 69 = 
x-»(-3) 

lim (x+3}=0" donc em x +27 =0 

x-»(-3) 

f(x) = , D=fxeR telc uex20 et Vx+2 #0}   

x 

Vx+2 

Pour tout x>@ ma Ÿx+2#0 donc D =[0;+| . 

vx 
1+ 

  

X-—>+00 

On a lim x =+ et im = =0. Pourtoutx2>0, omécrit f(x) = 

+"
 

lim x = +0 x 

Em 29 limfi+-Z)=1} © Jim 
im —= = 0 > Him x xk0 9 + 2 
x+0 /x x—?+0 

X 

  = +00 soit Jim im f(x)= +00 

x) =— in D={xeR tel que 1-|x| #0} 

1-bf=0/x=1e x=10ouùx=1. 

D=R\{-1,1} =]-0,-1[U]-11[U},+c0[
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x - 00 -1 0 1 + 00 
  

1—-7x 
1+x 

1-2x 
1+x 

1+2x 
1-x 

f(x) 
          

++2x 

1-x     

Him 1=2X - Jim 22 - 2 
x+-0 1+X X=p-00 

. limf(x)= 
X—>—0 

= lim 24 - 2 
X—-0 — 

1+2x 
1-x 

: Lou 1-2x 

Mn f09= Em ie = 

*+ Jimf(x)= im 
X—>+00 X—H00 

lim 1=2X - +0 
lim #09 = x 1+xX xt)" 

. i = li 1+2x _ ire 09 = Une = +0 
: = Eimi+2x 
A OO ER Tex 

Pour tout x € [0, +0, f(x): 

lim x+4 =+0 et limJx=+0 d’où lim Vx+4+4Vx 
X +00 X-—>+00 X +0 

Il'en résulte lim f(x).= Em | 
ke /x +4 +Vx 

Donc lim f(x) =0:. 
X—+0 

1-x° 
1+x 
    8) f(x}= D- br ER tel que 1-x° 

1+Xx ” 

1x _(1-x)(1+x+x°) 
1+x° (1+x)(1-x+x?) 

1+x°=0 &1+x=0oux -x+1=0x=-1. 
4<0 

Pour tout réel x, 

x?-x+1>0 et x°+x+1>0 (discriminants négatifs) 

1-x° 1-x 
  

lim (t-2x)= lim (1 =0"). (car , lim ( x)=3et lim ( +x)=0") 

lim (1-2x}= lim (1 =0*). (car Jim (1-2x)=3 et lim (1+x)=0°) 
(car tim(1 +2x}=3et lim(1 —x)=0"). 

(car lim(1+2x) = 3 et lim(1—x) =0°) 

fO)=V/x+4-Vx, D={xeR telquex+420 et x2>0}=[0,+v[ 

fra x - (Vx+4-o(Vx+4 +59 

| Vx+4+Vx 

4 

Vx+4+Vx 

= +00 . 

720 et1+x° +0} 

  

  

  

  

Le signe de 11% est celui de 13% -1 : 

D-]-1,1] 1x [+ 1+9- 
1+x | —- 0 + | + 

1-x 
1x ||    
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. . f1=x .…. [A-x)}(1+x+x?) 
lim f(x) = I 2 = | © 
Jim 60 = Jim, 1H (+x)(1-x+x?) 

  

lim (1-x)(1+x+x?)=2 3 3; 
0 à = lim 1x + donc lim 1=x = +0 
lim (1+x)(-x+x°)=0" x) 1+%x x(-1} V1+x 

x—(-1}* 

D'où lim, 60 = +0 

9) =, D=-{xEeIR tel que 4-x? >0} 
— X 

  

  

        
  

  

27 ot 2 2 

* Tæ 2) 24 +00 

ml. 
D=H22 

+ lim f(x)=+0 car lim 4-x=0"— lim V4-x° =0*= lim —— = +00 
x-3(-2) (9 x-#(-2) x-(-2) x-(-2) Va 

  « limf(x)=+0 car lim4-x?=0"=limv4-x? =0*=lim 1 4 
x—2” x=27 x=2 fa _x? x22 

2 __1 
1) Jim x +3x 1+x 

Ona: f(x)=f(x)+£(x). 

f.:xt> x? +3x est polynôme donc continue sur R en particulier en (-1) 

d'où lim £(X) = (D =-2 

£:xb 1, On pose u(x)=x+1. La fonction u est continue sur IR donc 
x+1l° 

continue en (-1) d’où lim u(x) =u(-1l)=0. 

1 me 2 — mm , on pose f(x) = x” +3x iT 

lim (x+1)=0* donc lim =. 
x--1)* x X +1 

lim (x+1)=0" donc lim —=L = 40 
x) x X +1 

Donc lim. f,(x) = -0 et lim £.(x) = + et on a trouvé lim f(x) =—2 

( lim £G0) =-2> lim f(x) =-2 et lim f (x) = 2) 

On conclut alors que : lim. f(x) = lim f(x) +£ (x) = -0. 

lim. f(x) = im £ (x) + £, (x) = +00



Limites et comportements asymptotiques — Corrigés 59 
  

  

2 

2) lim 3x° x , on pose f00) = 2x 3x 

3) 

4 

5 

6 

) 

) 

n
r
 

x5 X— 5 

f(x) 

LC) 
f:x+ 3x? -5x est polynôme donc continue sur IR en particulier en 5 d’où 

lim £ (x) = £ (5) = 50. 
f,:xH x-5 est polynôme donc continue sur IR en particulier en 5 d’où 

lim f, (x) = £,(5) = 0. 

Ona: f(x)=2— 

. 2 L pen 5x 50) sex 
Jim (x +5) =0" xs X+5 

. 2 … 
lim 8x — 5x = 50 | BE 5x _ 

lim (x +5) =0 x»5 X+5 

lim Pet FH =? on pose f(x) = Re +x+1 +x+1 _ - 10 
x-+0 x? +4 v(x) 

Les fonts u et v, étant polynômes, donc continues sur IR en particulier en 0. 

D'où lim u(x) = u(0) =0*+0+1=1 et Jim v(x) = v(0) = 0°+4=4 

u(x) _1 Ré Het 1 Par suite lime = ÿ ‘ d'ou lim 44 “2: 

lim —X Jr. 
x1 (x—1) 

On pose u(x)=x et v(x)=(x-1)". Les fonctions u et v sont continues sur 

R en particulier en 1. 

Il en résulte que lim u(x) = u(1)=1 et lim v(x})=v({)=0",(v(X)20) 

u(x) 

  

  Donc ln) — + et par suite ina LP = +00 

lim 1 2 = lim +3 = 2 lim x+1 
  

x-+3 X —3 | x2-9 x3 x? 9 x-3 x? —9 

Les fonctions u:xH x+letv:x+ x? -9 sont polynômes donc continues 

en 3 d’où lim u(x)=u(3)=3+1=4 et lim v(x)=0 

    
lim(x +1) = 4 limtx +1)=4 
x-3 = lim x+1 _ et ** x+1 _ 

lim (e —9)=0* x-3* x? —9 lime —9)=0" x3 x? —9 

x? +1 
dim x = lim 520 où u(x)= x? +1 et v(x}=x-1. 

Les fonctions u et v sont polynômes donc continues sur IR, en particulier à 

droite en 1 d’où lim u{x)=u(1)=1+1=2 et lim(x —1)=0*
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2 

donc lim U@9 _ so et par suite. lim xl = +0. 
xt v(x) 

li 3 . 
1 ART 

lim V2x-1=0* d'où li me 
La où 0) V2x-1 

lim Ÿ*= Vx -4 = lim 1___ +0 

x4t X— = = lim FM) x-v4 4/x — 4 

—5+x += 
V3-x 

. 1 . 
lim =+0 et liim—-5+x=-2 
x3 V3 —X x—3 

On obtient donc lim —— =lim(5+x) 1 - 
x33 V3— "3 x3 

  

  

x-(2) 

8) lim 

9) lim 
x—3     
  

  

    
—D+Xx PS _5+x 

donc lim1+=22X =, d’où lim|1+—=22X] = +0. 
x-3 3x x3 n J3 —X 

10) lim-x? +x-5= lim-x? = Jim x? =-0. 

11) lim x° —x-1= lim x° =. 
X—>—00 X—-0 

x? 

12) lim 3X 5x SX L Jim 3X_ 2 Jim 3x =+0. 
x X—5 x+ko X X— Ho 

13) On a lim(x? +3x)= lim x? =+o et lim(1+x)= +0 lim} =0 X-—H+00 

1 

  

D'où lim x? +3x ——— = +00 
X +00 1+x 

14) lim ,[3X=1 
X=>-—0 — 

el 1 = jim 3X=3 — lim /3X=1 = 3. 
Xe X+ xæ X x x+5 

2 

15) lim /2X-=1 
X—+0 X 

2 2 

lim 2X=1 = jim 22 = lim 2x = +00 = lim 2X = Lo, 
X—+0 X xX—+0 X X—>+00 X—>+#00 X 

16) Jim Vx+3 . 

lim Vx =+c et lim 2 =0 donc lim 5 +3 = +00. 
X—+0 +0 X X—>+0 

    

: 1 lim =0 lim =0). 
x (x +2) (ar -— (x+a) 0)
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1 18) Lim +x 
) lin xVx-11+4 

lim x—11= limx=+00 — lim 4Y/x-—11 = +00 et lim x = +00 
X—>+0 X—>+00 X—+0 X +0 

= Jim xVx-11 = +0 lim xvx- 11+4= +0 lim ——— 
X—p+00 X-40 YA] x — = 14 

Lin — © —— + x = +00 
X+0 XX — = +4 

1) f0)=2-3Vx , D; =[0,+0[ 

a) Pourtout xe]0,+, 600 = 234% = RC 3) 

b) Dim 0 = lim VX CE — 3) = +20 (car lim x = +0 et Ve _3-40) 

D go= 2%, D, =[0,+[\{à} 

  RP TE x—2Vx x a) Pourtout xefi,+o[, g(x)= TT 6 = 

x 

b) Ona lim-Z=0 = lim1--2=1 et limi=0 = lim3-l-s 
X240 A/X X—>+0 Vx x—+0 X X—>+00 

On obtient donc lim g{x) = À . 

3) hEO= EH 2, D, 2[-3,+[\{1} 
Vx+3-2 . (Vx+3-2)(Vx +3 +2) 
  a) Pour tout xeD,, h(x) = 

  

x-1 (x—1)Vx +3 +2) 

= x=1 = 1 

(x-D(Vx+3+2) Vx+3+2 

b) + limvVx+3+2-+10 donc Jim h(x = Him ————— 1 = 
) X=>+0 { ) x40 /x +3 +2 

+ d'où lim Vx +3 =2 d'ou lim h(x) = lim}  _-1, 
1 /x+3+2 4 

4) k)=Vx+4-x+2, D,=R. 

a) limk(x)=? 

lim x? +4= lim x? =-0 => lim Vx? +4 = +00 
X——0 X——0 X—+00 5 lim k(x) = +00 

lim-x+2=lim-x = +00 xX——00 

X—}—0 X—}—0
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b) Pour tout x>0 on a 

k(x)=Vx?+4-x+2=2+(Vx7+4-x
)= 2, € +42x)Vx +4 +x) x” +4+x) 

Jx+4+x 

XHAX 94 4 

Vx?+4+x Vx+4+x 

c) lim Vx? +4 =+00 et lim x=+0 donc lim Vx?+4+x=+0 
X—3+00 X +0 X +0 

=2+ 

rl 4 4 d'où lim = =0 = im m2 — 2 
x /x24+44+x re xl Jx?+4+x 

5) jx)=vV2x7-5x+3+x , D,=}-c,1]U(3,+of 

a) Pour tout xe |-c,0[, 

j69 = V2x? -5x+3+x=|x| 2-$ +2 4x 
x 

= x P-È+ + +x (car|x|=-x lorsque x < 0) 

(ps) 

b) lim jé = tim-x( 2-55 +1) 
lim-5 =0 et lim #02 lim(2-2+$)- 2 = lim le-5+5 = = 2 

= im fe-5+D-1)-5-150 et lim(-x) = +0 

+0 > a 2-53 1)- 
X x X——0 

x? +Xx 
6) = 

a) Ona x*-x-2=0 &x=-1 oux=2 donc D, =IR\{-1,2}. 

b) Le réel (-1) est une racine du numérateur et du dénominateur donc on 

peut simplifier £(x). 

  Pour tout x eIR\{-1,2}, 40= = En) 

c) Les fonctions u:xk x et v:xH x-2 sont polynômes donc continues 

en - 1 et par suite lim Lu(x) =u(-1)=-1 et lim v(x) = v(-1) = -3 

uG) 1. Lu t _1 donc in J373 d’où lim #(x) =
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La courbe & ne coupe pas la droite A :x=3 

donc f, n’est pas définie en 3. 

D, =R\{3}. 
° limf(x)=+ et lim f(x) =4 

. lim f(x)=-c et lim f(x) = +00 

+ Asymptote horizontale: A:y=4 en +0 

Asymptote verticale: A':x=3. 

2) + La courbe & ne coupe pas la droite A: x = -1 

donc f, n’est pas définie en -1. 

De plus f, n’est pas définie sur ]-c,-1[ 

Donc D, =]-1,+[. 

. lim. £()=-x et Jim £ (x) = +00 

+ Asymptote verticale: A:x=-1 

3) + f, n’est pas définie en 1eten0. 

D, =R\{0,1}. 

+ limf,(x)=0 et lim f,(x)=0 

  
. lim £(x) = lim f,(x)=-0 = lim f(x) = -00 

. lim £(x)=1 et lim £,(x) =-1 

+ Asymptote horizontale: la droite des 
abscisses« y = 0 » 

Asymptote verticale: la droite des ordonnées «x = 0 » 

4) + Le tracé de f, est continu sur IR donc D, =IR. 

+ limf(x)=-wet lim f,(x)=0 

     
  

*__Asymptote horizontale : la droite des abscisses « y =0 » 

5) + Letracé de f, présente une rupture au niveau de 

x=0 donc D, =R*. 

. Jim f,(x) = -c et Jim £,G) = +00 

lim f(x}=+0 et lim f(x) = -æ 

+ Asymptote verticale : la droite des ordonnées « x = 0 ».
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1 2 
1) fG)= 1-24%-14+5x 2 . D,=R’- 

… C)=£09+600 où £(0= 1+hx et (x) = -2 | 

f, est une fonction polynôme donc continue en 0 d’où lim £ (9 = £, (0) =1 

lim = +0 d'où lim £,(x) =-0 
x-20* X x=0* 

lim #09 = lim £09+£09=- (1) 

lim 1 = d'où lim 1 f(x) = +o et lim f(x) =1 donc 
x-07 X 

lim f(x) = lim f, GO + +400 = =+0 (2) 

D'après (1) et (2) on conclut que la droite des ordonnées « x=0 » est 
asymptote à la courbe de f. 

2 
+ f(x) est de la forme f(x)}=ax+b+œ(x) où ax+b=1+3x et POI =. 

Ona lim (x) = lim -À =0 et lim o69) = lim 2 = 0. 

Donc la droite D':y =1+ 1x est une asymptote oblique à la courbe de f en 
2 

+w et en -c. 

2 
2 =- ) g(x) X+3+-7   , D,=R (car x +1#0 pour tout réel x) 

  g(x) est de la forme f(x) =ax+b+@(x) où ax+b=-x+3 et q(x) = À É 

=0.        Ona lim p(x)= =0 et Jim m @(x) = = lim 
X—-+0 X-3-00 x? +1 

Donc la droite D: y =-x+ +3 est une asymptote oblique à la courbe de f au 

voisinage de + et -w. 

1) Pour toutxelR\{-2} : f(x) =ax+b+—— 

  

3° 

x?+3x+4 ax +(2a+b}x+2b+c " 

X+2 x+2 
a=1 a=1 

par identification : 2a+b=3{b=-3-2-1 
2b+c=4 c=4-2=-2 

Pour tout xeR\{-2} : f(x)=x+1 +
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2) Pour tout xeR\{—2}, f(x)=x+1+ À 5 

i 2 _ Jim 2= Jim [G9-(x+1)]= li lim 5 = lim À 0 

i = lim —2= = Jim 2 = Jim [£(x)-(x+1)]= 1 lim ) lim À 0 

Donc la droite D: y = x+1 est asymptote à &au voisinage de + et -. 

Position de Epar rapport à D: 

  

  

  

  

  

          

Il faut étudier le signe de f(x)-(x+1)= x 2 5 

x —00 -2 +00 

2 

x+2 _ + 

Position de & par est au Zest au dessus 

rapport à D dessous de D de D 

3) f(x) = Le où f.etf, deux fonctions polynômes donc continues en 2 et par 
£0) 

suite Jim fi (x)=£6(-2)=2 et im £(x)=£6(2)=0 

lim (x°+4x+3)=2 
x(2) = lim f(x) = _ 

lim (x+2)=0* x-(-2) 
x(-2) € admet une asymptote 
lim, 6 +4x+3)=2 verticale d’équation x =-2 

x 42 = lim f(x) = —-c 
im, (x+2)=0 x=4-2) 

1) 4) D; =frc,-4JU[-2,+0[ 

  

x —00 —4 2 +00 

x? +6x+8 + Ÿ _ { + 

  

        

b) lim (é +6x+8)= lim x° = +0 — lim Vx? +6x+8 = +00 > lim f(x) = +00 
X—h+0 

lim (é +6x+8)= lim x? = +0 = lim x? +6x+8 = +0 > lim f(x) = +0 

2) + Calcul de lim(f(x)+(x+3)) 

On a: pour tout xe]-w,-4], Vx?+6x+8-(x+3)>0 

donc Vx°+6x+8-—(x+3)#0.
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Vx? +6x+8+(x+3)XVx° +6x+8-(x+3)) 

a +6x+8-(x+3) 
= lim 

7-0 x? + 6x +8 TES 

or lim Vx? +6x+8 = oo et Jim - Ge+3)= lim (-x) = +o d’où 
X——-0 

lim Vx? +6x+8-(x+3)=+0 donc him ————©#. 0 
X—-00 X=}-0 LE +6x +8 -(x+3) 

lim (f(x) +(x+3))=0 donc lim(f(x}-(-x-3)) =0 la droite D: y =-x-3 

est asymptote à #au voisinage de -w. 

Jim (f(x) +(x +3 = lim 

+ _ Calcul de lim(f(x)-(x+3)) : 

Pour tout xef[-2,+0[, Vx?+6x+8+(x+3)#0. 

(Vx2 +6x+8—(x+3)XVx7 +6x+8+(x+3)) 

Vx2 +6x +8 +(x+3) 
= lim = 
32 x? 4+6x +8 +(x+3) 

or lim Vx? +6x+8 = +w et lim(x+3)= lim x = +o d’où 
X—+400 

im (69 +3))= lim 

lim vx +6x+8 +(x+3)=+0 donc din © L 0 
48 VX? +6x+8 +(x+3) 

lim{f(x)-(x+3))=0 donc la droite D':y =x+3 est asymptote à au 

voisinage de +. 

3) a) x?+6x+8=(x+3) -9+8=(x+3) -1<(x+3) 

Pour tout réel x, x? +6x+8 <(x+3). 

b) Pour tout réel x, x?+6x+8<({(x+3) — Le +6x+8 <(x+3ÿ 

> Le +6x+8 <[x +3] 

Donc pour tout réel x, f(x) <[x+3] 

Sixe [-2, +0] , {G) <x+3 alors & est au dessous de l’asymptote D”. 

Si xe]-x,-4], f(x) <-x-3 alors & est au dessous de l’asymptote D. 

FE) f(x)=-x+Vx-4 , D,=]-0,-2]U[2,+0| 

1) lim Yx?—4 =+00 et lim—x=+0 donc Jim mn f(x) = +00. 
X—?—0 X——0 

2) a) Pour tout xe[2,+0[, Vx?-4+xx0 

660 = Ta -x 2 CEE IX 4 #0) | 4 

Ve -4+x Vx2-4+x
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b) lim n f(x) = = lim 4 
x x? 44x 

lim x? -4 =+ et Jim x = +0 donc lim Vx?-4+x= 
X—>H0 X—+0 

et par suite im f(x) = 0 

Interprétation graphique : 
La droite des abscisses « y =0 » est asymptote à Z au voisinage de +. 

Vxt-4+x | Vx?-4-x 
3) De 2 in a] in LEE 

X--c0 X—>—0 xX—>—0 x?-4-x 

—%{  =-9 car lim (x? —4 - x) = +00 
X-»—0 

= lim 
X—-00 x? -4-x%x 

D'où la droite D: y =-2x est asymptote oblique # au voisinage de -c. 

1) + Pour xe]0,+0{, Vx°+9+(x-3)>0  Vx?+9>3-x 

Si xe f3,+x[ona: 3-x<0 donc l'inéquation est vérifiée 

S, =]3,+c[ 

xe]0,3] x2+9+(x-3)>0 & x2+95(3-x)ÿ & 6x>0 
, = 0,3], d'ou Sp. =S US, = 0, +f. 

Conclusion : Dans l'intervalle ]0,+c[ on a : 2 =9+(x-3)>0 

+ Pour tout xe ]0,+ol, 

= 4x -G=3) | 6x _ 6 
x x(Vx2+9+(x-3)) x +9 +(x-3) 

2) Calcul de lim f(x) : 

lim 5e +9=V9 23 et lim(x-3)=-3 

On obtient : lim Vx? +9 +(x-—3)=0 et puisque Vx? +9+(x-3)>0 pour tout 

x >0 alors et lim f(x) = +00. 

Calcul de lim f(x) : 

lim Vx? +9 =4+0 et Jim n (x — 3) = +00 
X—4+0 

6 d’où Jim VX +9+(x-3)= +00 > in ©" 0 
+ +8 x? +9 +(x-3) 

Il en résulte que lim f(x) =0
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Interprétation graphique : 

° lim f(x) = + donc la droite des ordonnées « x =0 » est asymptote à la 

courbe &de f. 
+ limf(x)=0 donc la droite des abscisses « y =0 » est asymptote à la 

courbe de f au voisinage de +0. 

3) Pour tout xel-w,0[, on a -x>0 et on peut écrire -x = vx? d’où 

00 = V6 +9-x48 - VX +9 x, 3 __ pts 1,3. -f+5 -1+8 
X X 

lim f(x) = lim - n+$-1+8=-2 car lim à =0 et lim- f+< =-1 
X—>—0 x—>—0 xX—>-00 X—>-0 x 

D'où lim f(x) =-2, donc la droite y =-2 est une asymptote # 
X 0 

au voisinage de -æ. x 
on 4 

D MN) MT) MC) More tetet() 
> 7 7 +  * — + 

dong f est continue en 0. 
2 L 

2 1 2) TD, est continue sur |-x |et +? + + est cpntinue et 

positive sur | +w[ donc + +V?+ + l'est continue sur } +of orfest 
. X . 

continue en 0 donc f ést continue sur IR 
2 

3) M)= + 1 

m f _ +00 

#2) ()=te , ï 
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donc AŸ-2 +-— est une asymptote à la courbe de f au voisinage de +00



Chapitre 5 

Nombre dérivé 

Dérivabilité d'une fonction en un point 

© Définition 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert Let x, un réel de L 

On dit que f est dérivable en x, , si et seulement si, il existe un nombre réel £ 

dim L69= F6) _ y. tel que : 
X—X9 X—Xy 

Le réel £ est alors appelé le nombre dérivé de fen x, etilest noté f'(x,). 

œ Autre écriture : En posant x-x, =h 

f est dérivable en x, si et seulement si lim He + He) =£ ({eR). 

Tangente à une courbe 

æ Théorème : Le plan est muni d’un repère (O, i, j). Soit f une fonction 

définie sur un intervalle ouvert Let x, un réel de I. 

f est dérivable en x, si et seulement si la courbe & de f admet au point 

A(x,,f(x%)) une tangente A de coefficient directeur f'(x,). 

Cette tangente est d’équation y = f(x; )(x-x,)+f(x,). 

_f{ 1 
Un vecteur directeur de cette tangente a fx ) . 

0 

Remarque : Sit'(x,) = 0 alors la tangente à au point d'abscisse x, est parallèle à (O, i). 

Construction de la tangente : 

  

f(x) <0 f'(x)>0 f(x) =0
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© Tangente parallèle à l’axe des ordonnées : 

Si lim f09 #0) = alors f n’est pas dérivable 
X—XG X—X, 

en x, et la tangente à au point d’abscisse x, 

  

est parallèle à (O, j) a pour équation x=x,. 

Nombre dérivé de fonctions usuelles 

  

  

  

  

  

  

  

  

          

© Théorème 

f est dérivable 
Fonction f en à où f'(a) 

f:xr8 (constante) | aeR 0 

f:xh ax+$ aeR œ 

fix (x-a) +8 aeR 2{a-a) 

. 1 B = Ex EE aemR\|-P) f'(a)= En 

fixe Vx+a ae]-a,+cof (a) = 

Fe) TE 

. ax +6 y 1 AYAB EX y aeIR\| D FO 

  

Opérations algébriques sur les fonctions dérivabies en a 

+ Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel 
del, «est un réel et n un entier naturel strictement supérieur à 1 

Si f et g sont dérivables en a alors f+g,fg,a-f et f” sont dérivables en a 

etona: (f+g)'{a)=f'(a) +g'(a) (fg)"(a) = f'(a)g(e) + f(a)g (a) 

(af)(a) = a-f"a) (°)'@)=n-f(a)f"" (a) 

+ Sia est un réel et f est une fonction polynôme définie par : 
f(x) =b,+b,x+b,x" +-..+b, x" alors f est dérivable en a eton a 

f'@)=b,+2b,a+...+nba"t. 

+ Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I et a un réel 
de [. Si f et g sont deux fonctions dérivables en a et si g ne s’annule pas en a 

  

alors les fonctions L et É sont dérivables en a et on a: 

(£ Jo-#0 (£] 0-20 00 
ea» CO 

  + Sifest dérivableenaet f(a) >0 alors Vf est dérivable en a (VF J'@) - 1'@) 
2 f(a)
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Nombre dérivé à droite - Nombre dérivé à gauche 

œ Définition 

._ Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme b ; a] 

On dit que f est dérivable à gauche en a, si lim 1091) est finie 
x—a” 

Cette limite est alors notée f(a) et est appelée le nombre dérivé de f à 

gauche en a. 

+ _ Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a,b|. 

On dit que f est dérivable à droite en a, si lim QE est finie 
xa* 

Cette limite est alors notée f; (a). 

© Théorème 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I. 

La fonction f est dérivable en a, si et seulement si, f est dérivable à droite et à 

gauche et f(a) = fi(a). On a f'(a) = f(a)= fi (a). 

Demi tangentes à une courbe 

Le plan est muni d'un repère (O, i, j). 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel de I. 

+ fest dérivable à droite en a, si et seulement si, la courbe représentative de f 

admet au point A(a,f(a)) une demi tangente déterminée par: 

me [y Eee) 
X 2 a 4 # (a) 

* fest dérivable à gauche en a, si et seulement si, la courbe représentative de f 

admet au point A(a,f(a)) une demi tangente déterminée par : 

Tr. j = f(@)6c-a)+{(a) -1 
Un vecteur directeur est u,| 4,1. 

x<a — (a) 

Remarque : 

Si T‘etT sont sécantes alors f n’est pas dérivables en a. 

Si T‘etT sont portées par la même droite alors f est dérivable en a. 

& admet en M un point anguleux 

(T* et T_ sont sécantes) 

d'où f n'est pas dérivable en x, .  
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T_ est une demi tangente verticale 

donc lim 109 {0x) 
XX" 0 

est infinie 

( fn'est pas dérivable à gauche en x,) 

d'où f n’est pas dérivable en x,. 

  

Approximation affine d'une fonction 

© Définition 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert Let x, un réel de I. 

Si f est dérivable en x, , alors le réel f(x,)+f'(x,)h est une approximation 

affine de f(x, +h) et on écrit f(x, +h)=f(x,)+f'(x,)h, pour h voisin de zéro. 

  

Dérivabilité et continuité 

© Théorème 
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert Let x, un réel de I. 

Si f est dérivable en x, alors f est continue en x, . 

æ Remarque : La réciproque n’est pas toujours vraie : c'est-à-dire si f n’est pas 

dérivable en x, alors elle peut être continue en x, comme elle peut ne pas 

l'être. Mais si f n’est pas continue en x, alors elle n’est pas dérivable en x, . 

fest continue mais n'est pas dérivable en a. 
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EXERCICES 

Etudier la dérivabilité de chacune des fonctions suivantes au point d’abscisse 

x, et donner l'équation de la tangente ou demi-tangente à #en ce point, est 

la courbe de f dans un repère (O, i, j) 

1) f)=x -x? +2x+1 »Xo =1 2) f(x) = xx 2 » Xo=0 

3) f(x) =Vx -2x » X=3:X0=2 4) f(x) = x° +2[x| » X =0 

Soitf: xH> xfx—2] 
1) Etudier la dérivabilité de la fonction f à gauche et à droite en 2. 
2) Donner les équations des demi-tangentes à & au point d’abscisse 2, & est la 

courbe de f dans un repère (O, i, j) et faire la construction. 

Soit f:x+ x° -x(x| +1). 
Montrer que f est dérivable en zéro et donner l'équation de la tangente à au 

point d’abscisse zéro. # la courbe de f dans un repère (O, i, j). 

Soitf: xks xX?+x-6 si x<2 

‘ 4x2 six>2 

Z désigne la courbe de f dans un repère (O, i, j). 

1) Montrer que f est continue en 2. 
2) Etudier la dérivabilité de f en 2. 

3) Déterminer le point M, d’abscisse x, <2 en lequel la tangente à & est 

horizontale. 

4) a) Soit x, >2, Montrer que f est dérivable en x, et calculer f'(x,). 

b) Déterminer le point N, d’abscisse x, (x, > 2) de & où la tangente est 

parallèle à la droite d’équation y = - + 1h —2 

Soit f:xH ax +bx+c, & la courbe de f dans un repère orthonormé 

(O, i, ). 
1) Montrer que pour tout x, réel, f est dérivable en x, et calculer f'(x,). 

2) Déterminer les réels a, b et c pour que & passe par A(0,1) et B(1,4) et 

admette en À une tangente de coefficient directeur 1.
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3) On pose f(x) = 2x? +x+1. 

Déterminer le point de & où la tangente A est perpendiculaire à la droite 

d’équation x-7y+7=0 et donner une équation de A. 

X_ LU < 
Soit cf sixs0 

x+2Vx six>0 

&, la courbe de f dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) a) Etudier la dérivabilité de f à gauche et à droite en zéro. 

b) Construire les demi-tangentes à € au point d’abscisse zéro. 

2) Soit x, eR , montrer qu'il existe un point d’abscisse x, qu’on précisera où 

la tangente à & en ce point soit la droite d’équation 2x-ÿy+1=0. 

1) Ecrire une équation de la tangente (T) à la courbe & de la figure 1. 
2) a) Donner l'équation de la tangente à la courbe # au point C de la figure 2. 

b) Préciser f'(-2), f'(1). 

c) Préciser les limites aux bornes du domaine de définition. 

d) Préciser les asymptotes de & 

Figure 1 Figure 2 

  
EF» Pour chacune des courbes ci-dessous qui sont la représentation 

graphique d’une fonction f définie sur [2,6], répondre dans chacun des cas 

aux questions suivantes :
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lim 17) et lim C9 FC) , la fonction f est-elle dérivable en 4? 
h47  X— h>4* X—4 

a) b) 

  

Soit f la fonction numérique définie sur IR par f(x) =2x° -8x+5 

1) Former l'équation de la tangente à la représentation graphique (T°) de f au 

point M, d’abscisse x, . 

2) Déterminer les équations des tangentes à (T°) passant par le point A(1 ;-3). 

D Soit h un réel proche de zéro. Montrer que : 
a) (1+h) =1+2h b) (1+h} =1+3h 

1 3h =1+1 c) T+h 1 h d) 1th=1+5h 

1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x? -3x?+2x+5 
a) Déterminer le nombre dérivé de f en 2 

b) Estimer f(2,00001) et f(1,99999). 

2) Soit f la fonction définie par f(x) = V4x+5. 

a) Déterminer le nombre dérivé de f en 5. 

b) Estimer ./25,0004 

3) Donner une approximation de ./4,008 .
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CORRIGES 

1) f)=x-x?+2x+1, D,=R , x =1, f(1)=3. 

f est une fonction polynôme donc dérivable en tout réel a et 

f'(a)= 3a? -2a+2. Il en résulte que f est dérivable en 1 et f'(1)=3. 

Soit (T) la tangente à & au point d’abscisse x, =1. 

(D:y=f'Dx-D+f(0) , donc (T):y=3x. 

2) = 4% 2, D,=R\{-3}, x=0eD,, H0)=-2. 
f(x) 

LG) 
Les fonctions f, et f, sont deux fonctions polynômes donc dérivables en tout 

Pourtout xeD,, f(x) = où f(x)=x?+x-2 et £(x)=x+3. 

réelaet ona: f/(a)}=2a+1 et f(a)=1 #0 donc f est dérivable en tout réel 

f(a)£(a)-£(a)£(a) , . 5 2-2 — d'où f(0)=> 
CTCUE 9 

Soit (T) la tangente à & au point d’abscisse x, = 0 

a appartenant à D, et f'(a)= 

(T):y=f'(0)-x+f(0) , donc (Diy=èx-£. 
3 

3) fx)=2-2x, D,=]-x,0]U[2,+e, 

+ x, =3 et f(3)=V3. 

La fonction u:xr x? -2x, étant polynôme, est dérivable en x, =3 et 

u'(3)=2x3-2=4 et u(3)=3>0 donc f- Vu est dérivable en 3 et 

u re 4 -28 
A ET 
Soit mi la rente à & au point d’abscisse x, =3. 

  

(D:y=f'GXx-3)+fG) donc (T):y= 28 ,-Vs . 

+ x, =2etf(2)=0. 

. 109- f(2) _x xX_—2x _ x? —2x = X 

2 X-2  (x-2}x-2x x -2x 
La fonction u:xH x? -2x, étant polynôme, est continue sur IR et pour tout 

réel de [2,+0[ ona x?-2x20 doncv:xr x? -2x est continue sur [2,+] 

Pour tout xe D, \{2}on a
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et par suite v est continue à droite en 2 et lim v(x) = v(2)=0* d’où 

. 1 f(x) #2) _: x 
Lim ——— = +0 et lim x = 2 donc lim = Îim-— = +0 , 
x—2* J 2 9x x-»2* x—2 x—2t Jr 9x 

f n'est pas dérivable à droite en 2. 
Dans un repère orthogonal, la courbe &, représentation graphique de f, 

admet une demi tangente verticale au point d’abscisse 2. 

4) fC()=x" +2kx], D;=R, x, =0, f(0)=0. 

f)=x?+2x six20 
f(x)=x?-2x six<0 

f(x) —#(0) 
X 

+ Expressions de f(x) sans "| |" : | 

Pour tout x appartenant à IR \{0}, on pose (x) = 

f est dérivable en 0 si et seulement si lim p(x) est un réel. 
X— 

=x+2 
2 

+ Pourtout xe]0,+x[, p(x)= x-+2x 

lim p69 =2 .d'ou f est donc dérivable à droite en 0 et f:(0)=2. 

+ Pour tout xe]-w,0[, (x) = 2% 2x x 2 

im (x) =-2 d'ou fest donc déivable à à gauche en Det f/(0)=-2. 
x 

Ona: f;(0)#f/(0) donc f n'est pas dérivable en 0. 

&, admet deux demi-tangentes au point d’abscisse 0. 

T.: x20  T.: x20' 
d'y =£f;(0)-x+f(0) d'ly=2x 

x<0 x<0 
LE tox+10) né Es 

Soitf: f(x)=x|x-2| et f(2)=0. 

+ Expressions de f(x) : T. 

  

T 
f(x}=x(x-2) six>2 ‘ 4 
f(X)=x(2-x) six<2 

1) -« Dérivabilité de f à droite en 2: 

lim m (2 D) m XCD Ljimx=2 1 
x—2* X— et X— x2* O| i 2 

(car la fonction x x est continue en 2). 

Donc f est dérivable à droiteen2 fi(2)=2. 

+ _ Dérivabilité de f à gauche en 2:
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lim 
x—2" 

= lim(-x) = -2 
x=2) X— x#2" x—2 

(car la fonction x H> -x est continue en 2). 

Donc f est dérivable à gauche en2 f,(2)--2. 

OR 

2) T, et T, les deux demi tangentes à & au point d’abscisse 2. 

T. : x22 T.: x22 

* aly=6@x-2)+F02) 7 4'|y=2x-4 

T : x<2 T.: x<2 

* “sly=60@)x-2)+f2) 7 s'ly=-2x+4 

f)=xX-x{xl+1), D,=R, f(0)-0. 
* _ Expressions de f(x) : 

f(x)=x-x(x+1) six20 
te =x?-x(1-x) six<0 

On pose, pour tout xe R \ {0} : q(x)= 9 f(0) 

+  Dérivabilité de f à droite en zéro : 
3 x° —x(x+1) = 

X 
Pour tout xe]0,+x[, px) = -x-1 

où u est la fonction x > x? -x-1 qui est une fonction polynôme donc 
continue en tout réel. Il en résulte que u est continue à droite en 0. 
Puisque (x)=u(x) pour tout x e ]0,+x[ alors lim p(x) = u(0)= -1. 

f est donc dérivable à droite en 0 et f:(0)=-1. 

+ _ Dérivabilité de f à gauche en zéro : 

—x(1-x) —— + = Pour tout xe]-«,0[, p(x)= * x? —1+x 

La fonction v: x+> x? -1+x qui est une fonction polynôme donc continue 

en tout réel. Il en résulte que est continue à gauche en 0. 

Puisque œ(x)= v(x) pour tout x e |-x,0[ alors Jim o(x) = v(0} = -1 

f est donc dérivable à gauche en O f(0)=-1. 

+ Ona f(0)={;(0)=-1 donc f est dérivable en O et f'(0)=-1. 

+ Soit (T) la tangente à C au point d'abscisse 0. 

(T):y=f'(0)(x-0)+f(0) d'où (T):y=-x. 

Fr f: xe xX2+x—6 six<2 

‘ Jx2-4+x-2 six>2 

1) f(2)=2?+2-6=0.
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2 —
"
 

3) 

4) 

La restriction de f à l'intervalle ]-w,2] est une fonction polynôme donc 

continue sur cet intervalle d’où f est continue à gauche en 2. 

lim f(x) = im Vx?-4+x-2=0=f(2), donc f est continue à droite en 2. 

f est continue à gauche et à droite en 2 donc f est continue en 2. 

Pour tout xeIR\{2},on pose q(x)= 109-102) 

Dérivabilité de f à gauche en 2: 

Pour tout xe]-c,2[, œ(x)= 109-f0) =X+X-6 443 
—2 x—2 

Jim p(x)=5 . fest donc déivable à à gauche en 2 et f,(2)=5. 

Dérivabilité de f à droiteen 2: Pour tout x e ]2,+c[ 

Vx?-4+x-2 = de X°-— __X+2 

x—2 ET _ 

lim q(x) = +, donc f n’est pas dénivable à à droite en 2. 
x2* 

p(x) = " 1 

Conclusion : fn’est pas dérivable en 2. 

Pourtout x<2, f(x)}=x?+x -6. 

f est une fonction polynôme donc dérivable en tout réel d’où pour tout réel 
Xor É'(Xo) = 2X5 +1. 

La tangente à C en M,(x,,f(x,)) est horizontale si et seulement si 

F()=0 2% +150 x =-2. 

a) Pourtout x>2 , f(x)=Vx?-4+x-2. 

Les fonctions u:xh x? -4 et v:xr> x-2sont polynômes donc 

dérivables en tout réel x, et u'(x,)=2x, et v'(x,)=1 et pour tout x, >2 

on a u{x,)>0 donc f= Vu +v est dérivable en tout x) >2 et 

Fo) = EL 4 v6) = PR +1 = 
2/u(x) 2/x5 -4 x; —4 

b) (T) est tangente à C au point N, d’abscisse x, de coefficient directeur 

2 
V3 

X, 
D +1,   

f'x). D':y= (2 +1)x-2 de coefficient directeur +1. $ 

    X, 2 x (D)//DéSf'x)=<=+1e +1=z—<+le = 
fs x 4 3 x5 —4 

 3xi = 4x5 -16 € x5 =16 x, =4 ou x, = -4 (àrejeter car x, >2) 

x, =4, d'ou N,(4,f(4)) c'est à dire N,(4,2+243) 

4 
3
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f:xky>ax?+bx+c, & la courbe de f dans un repère orthonormé (O, î,)). 

1) Soit x, ER, f est une fonction polynôme donc dérivable en tout réel x, et 

f'(xX)=2ax, +b. 

2) & passe par A(0,1) = f(0)=1 

& passe par B(1,4) = f(1) = 4 

&. admet une tangente en A de coefficient directeur 1 = f'(0)=1 

f(0) =1 c=1 a=2 
On a donc {f(1}=4 & 4a+tb+c=4<e 4b=1 

f'(0)=1 b=1 c=1 

Donc f(x) = 2x? +x+1. 

3) f(x)=2x?+x+1; f'(x)=4x, +1. 

D:x-7y+7=0=D:y=3x+1 

À tangente à & au point d’abscisse x, 

= f'(x,)est le coefficient directeur de A. 

ADS F)xg=-1 © 4x, +127 Sx= 2. 

A:y=f(-2)(x+2)+f(-2) d'ou A:y=-7x-7. 

Rappel : Soient D:y=mx+p et D':y=m'x+p'. 

D 1D'& mm'=-1l 

D//D'sm=m'. 

1X< D: si x <0 

x+2Vx six>0 

1) a) f(0)=0. Pour tout xeIR', on pose q(x)= 0- f(0) 

_X_ 

+ Dérivabilité de f à gauche en 0 : Pour tout xe]-c,0[, (x) = x = l 

La fonction u:xr + est continue sur ]-«,0]donc continue à gauche en 0 

et on a œ(x)=u(x) pour tout x e |-c,0[. 

lim p(x) = u(0) =-1 . f est dérivable à gauche en Det f(0) = -1 

-_ Dérivabilité de f à droite en 0: Pour tout x e ]0,+[ 

x+29x 1 px) = =1+2 , on sait que lim—==+0 donc lim (x) = +0 
Vx x0* Vx
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T 

#,(0)=1) EN 5 
1 O[ ; 
    

Donc f n’est pas dérivable à droite en 0 d'ou f n’est pas dérivable en 0. 

b) £; admet deux demi-tangentes au point O(0,0) : 

* une demi-tangente verticale à droite T, 

dirigée vers le haut. 

+ une demi tangente T, à gauche en D 

de coefficient directeur f/(0) =-1 

t de vecteur directeur ä[_:! a( =] et de vecteur directeur ü (0) = ü| ; 

2) a) x, e R'on va étudier la dérivabilité de f en x, : 

X_ 
x—1 

La fonction g : x+> —*X__ est rationnelle donc dérivable en tout réel x, #1 
x—1 

Ty . est la restriction de g à l'intervalle ]-c,0[ donc f 
Xÿ— 

est dérivable en tout réel x, e ]-c,0[ et f'(x,)= 

+ Pour x<0, f{(x)= 

et 8 (%)= 

1 
(%x 7 1} 

+ Pour x, >0 fest la somme de deux fonctions dérivables en tout réel x, 

appartenant à ]0,+0[ eton: pour tout x, € ]0,+c0[ f'(x,)=1+ Fe . 
XQ 

  

D:2x-y+1=-0 SD:y=2x+1. 

D tangente à & au point M,(x,,f(x,)) (où x, #0). 

Donc D':y=f'(x)(x-x,)+1f(x,) & D:y=f(x)x+f(x)-x f(x) 

LL f'x)=2 
or D':y=2x+1 Re ep) ere 

is cas: x, <0. 

—1 
f'x)=2 ——— 5 =2 . . 1 

; —2 bl —— fx) =-x0f 06) =1 es po _ impossible car G- < 

2ème cas: x, >0
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1+—L 22 
F (x)= 2, NEA sl 

FO) Xof (0) = 17 Xe +24 (+ TE 21 x, +20 -x,- x =1 
0 

ee x) =1ER. 

Conclusion : il existe un seul point M(1,3) où la tangente à & en M soit 

la droite D:2x-y+1=0. 

a 
y 

1) Un vecteur directeur de la tangente (T) est 

=1    

  

ü=-3i+2; donc le coefficient directeur 

ou la pente de la tangente est égal -À 

donc (T):y= 2x +p. La tangente (T) 

  

est au point A(2,5) donc 5=-2x2+p d'où p=® 

(T):y= 2 X+ 2. 

2) Pour la figure 2: 

a) Le coefficient directeur de la tangente T est : f'(-1) = II _3 
X3 — 

(T):y=3x+p. L'ordonnée à l’origine est égal à 3 donc (T):y =3x+3. 

b) Aux points d’abscisses respectives -2 et 1 la courbe de f admet une 

tangente horizontale donc f'(-2)=0 et f'(1)=0. 

c) D'après le graphique, on a lim, f()=-0, lim f(x) = +00 

im f(x})=-0, lim f(x) =-00 

d) Les droites d'équations x =-3 et x=0 sont des asymptotes verticales. 

(-3 et 0 correspondent à des valeurs pour lesquelles f n’est pas définie). 

Au voisinage de + la courbe de f admet une asymptote oblique A : 

A; pe le coefficient directeur de l'asymptote T est 
Xc T Xe 

et l’ordonnée à l’origine est égale à -1 donc A:y=-x-1.
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a) Le coefficient directeur de la tangente T 

est:f(4)=28 32 =; 
Xp —X4 

. f()-f(4) | . f(x) -f(4) _ CAN 

na “jm js f@=-1 

  

b) La courbe de f admet au point A(4,f(4)) deux demi 

tangentes (non parallèles à l’axe des ordonnées) 

et portées par des droites sécantes. Donc ces deux 

demi tangentes n’ont pas le même coefficient 

  

O 
directeur ce qui entraîne f n’est pas dérivable en 4. 

. . San = (1 
Un vecteur directeur de la demi tangente en À à droite ü, (2) 

LOF) _ donc f(4)=-2 d’où Jim X=a 

. (—1 
Un vecteur directeur de la demi tangente en A à gauche est ü, (3) 

où -f'(4) =- (423 lim L@)É@) _ d'où -f,(4)=-3 donc f(4)=3 lim à =3. 

c} La courbe de f admet au point A(4,f(4)) deux demi 

tangentes portées par des droites sécantes. Donc ces 

deux demi tangentes n’ont pas le même coefficient 
directeur ce qui entraîne f n’est pas dérivable en 4.  
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Un pasteur directeur de la demi tangente en A à droite 

un Jia, UxX4 

—1 
Un vecteur directeur de la demi tangente en A à gauche est ü, | n 

2 

-f 1 Jim CIF) _ 1 d'où -f,(4)= donc f(4=+ im <=a “2° 

d) La courbe ac) f admet au point A(4,f(4)) une 

tangente parallèle à l'axe des ordonnées 

  

donc f n’est pas dérivable en 4. 

Lim 69 =) F@) Lo et im C9 =F@) £CI =) _ 
h=4  X—4 h4  X—4 

1) f est une fonction polynôme donc f est dérivable en x, et f'(x,)=6x, -8. 

Soit M,(x,,2x5 -8x, +5) un point de (T). 

L'équation de la tangente (T, ) à (T) au point M, d’abscisse x, est donc : 

y=f'Co)x-x,)+ f(x) donc (T,):y = (6x5 -8)x 4x5 +5. (1) 

2) Cherchons une tangente à (T°) qui vérifie une condition donnée revient à 

déterminer x, abscisse du point de contact de cette tangente avec (T) 

Si une tangente passe par A(1, -3),les coordonnées de A vérifient l'équation 

(1), ce qui donne 6x5 -8-4x5 +8=0 x5(3-2x,)=0 x, = 0 ou x, =— 

La tangente Ten C(0,5) a pour équation : y =f'(0)(x—0)+f(0) et 

f'(0)=-8, f(0)=5 donc T.: 8x+y-5=0. 

On vérifie qu'elle passe par À. 

La tangente en C(= er) a pour équation: 11x-—2y —-17 =0. 

On vérifie qu’elle Passe par À. 

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un réel deT 

Approximation affine : f(a+h)=f(a)+hf'(a) où h est voisin de 0. 

a) On considère la fonction f x+ x°. 
f est dérivable pour tout réel x, et f'(x,)=2x,. 

On pose a=1, f(1+h)=f(1)+hf'(1) donc (1+h} =1+2h.
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b) On considère la fonction f x +> x°. 
f est dérivable pour tout réel x, et f'(x,)=3x;". 

On pose a=1, f(1+h)=f(1)+hf"(1) où f'(1)=3 donc (1+h)" =1+3h. 
c) On considère la fonction f x vx. 

1 

zh 
On pose a=1, f(1+h)= f(1)+hf'(1) où f(D=+ donc Th =1+5h. 

  f est dérivable pour tout réel strictement positif x, et f'(x,)= 

d) On considère la fonction f x + (x#0). 

f est dérivable pour tout réel x, #0et f'(x,)= +. 
0 

On pose a=1, f(1+h)=#(1)+hf"(1) où f'(1)=-1 donc T=i-h. 

1) a) f(x)=x° 3x? +2x+5, f est polynôme donc dérivable en tout réel a et 

f'(a) = 3a° -3(2a)+2 donc f'(2)=2 

b) f(2,00001) = f(2+0,00001) = f(2)+0,00001-f'(2) et f(2)=5 

Donc f(2,00001) = 5,00002 . 

f(1,99999) = f(2-0,00001) = f(2)+(-0,00001)-f'(2) 

Donc f(1,9999) = 4,99998 . 

2) a) f(x) =V4x+5 
f est dérivable en tout réel a appartenant à |-5,-+[ et 

f'(a) = —4— - 2 — 
2V4a+5 V4a+5 

b) 25,0004 = ,/25 +0,0004 = /4(5+0,0001)+5 = /4:5,0001+5 = f(5,0001) 

F(6)=È , É5)=V25 =5 

4/25,0004 = f(5+0,0001) = #(5)+£f'(5)x0,0001 d’où 4/25,0004 = 5,00025 

3) Soit f la fonction définie par f(x) = Vx , dérivable en tout réel a > 0. 

Fa. 

a=4 ,h=0,008, f(=E et f(4)=2. 

    

4/4,008 = f(4+ 0,008) = f(4)+0,008f'(4) d’où ./4,008 = 2,002



Chapitre 6 

Fonction Dérivée 

. Fonction dérivée 

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. 

On appelle fonction dérivée de f et on note f'la fonction qui à tout réel x, 

appartenant à L, associe le nombre dérivé f'(x) de f en x. 

. Opérations sur les fonctions dérivées 

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert Ï, à est un réel et 

n un entier naturel strictement supérieur à 1 

Si f et g sont dérivables en a alors f+g,fg,a-f et f” sont dérivables en a 

etona:  (f+g)'=f'+g" Exg)'=fxgtfxg 

(a-f)'=a-f" (É)'=n.f'xf" 

En particulier toute fonction polynôme est dérivable sur IR. 
Si f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que g ne s’annule 

pas sur I alors les fonctions ë et È sont dérivables sur 1 

etona: (4) = & et (£) = l'est 

8 & 8 g 

. Dérivée de la fonction VF 

Soit f une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle T. 

Alors la fonction Vf est dérivable sur Let on a (Vf)'= + 
NT 

. Sens de variation 

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. 

+ La fonction f est constante sur L si et seulement si, pour tout xe L, f(x) =0 

* La fonction f est croissante sur L si et seulement si, pour tout x el, f(x) z 0. 

* La fonction f est décroissante sur I, si et seulement si, pour tout x el, f(x} 20 

. Exrema 

Soit f une fonction définie sur un intervalle Iet x, un réel de I. 

+ _ On dit que f admet un maximum local en x, s’il existe un intervalle 

ouvert J contenant x, et inclus dans I tel que pour tout xeT; f(x) <f(x,) 

+ _ On dit que f admet un minimum local en x, s’il existe un intervalle J 

contenant x, et inclus dans I tel que pour toutxe]J;f(x)2f{x;)
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EXERCICES 

  

Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer f'(x) dans 

chacun des cas suivants : 

    

1) f(x) = x° 3x? +6x 2) f(x)=(3x+2) 3) £x) = x -2x42 

4) f(x)=V2x-1 5) f(x)= vx? -x-6 6) f(x) =(x +x)}Vx +1 

__x-1 ___1 __1 
PO ET PO Es  ? Gesr 
10) f(x) = 3x 11) f(x) = (=) 12) f(x) = (2x +3) (3x -5Ÿ 

Soit f:xt+> he +2x+2 
x? +2 

1) Etudier la dérivabilité de f en zéro eten —2. 

2) Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer f'(x). 

Dresser le tableau de variations et préciser les extremums éventuels des 
fonctions suivantes : 

  

. 3 _9,2 L . x+2 1) f:xb x 5 * +6x-1 2) fx 

2 

3) fix 2 RAT 4) fix vx? -4x+3 

2 

Soit f:x > X+ax—10 aeR 

1) Calculer f'(x) pour tout x eIR\{2} 

2) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles f admette deux extremums 
3) Dresser le tableau de variations de f pour a =5 

fixes x°-3x+2 

1) Dresser le tableau de variations de f 

2) Calculer f(-2) et préciser le signe de f(x) sur IR 

3) En déduire le tableau de variations de la fonction : g:x+> 143,2 49x 
4 2 

1) Soit f la fonction définie pour tout x e[0,+[ par f(x) =Vx+4-x+1. 

Etudier le sens de variation de f et en déduire f([0;+c0[).



88 Fonction dérivée — Enoncés 

2) g est définie sur [#,+c[ par g(x)=V2x-3 -x 

2) Etudier la dérivabilité de gen à 

b) Etudier les variations de g et préciser ses extrema. 

Soit f une fonction dont la représentation graphiquement donnée par la 
figure ci — dessous : 

1) Interpréter graphiquement la dérivabilité de f aux points d'abscisses 0, -3 et 4 
2) Dresser le tableau de variation de f 
3) f admet - t - elle un extremum en 4? 
4) Préciser alors les extremums de f 

  

  

    

N 3 
2 

(1 > 

LZ [5 
4 1 3 1 |; 2 

EF» Soit f une fonction dont la représentation graphique # est donnée par la 

    
figure ci - dessous : 

  

        
  

  -2     
1) Interpréter graphiquement la dérivabilité de f aux points d’abscisses 0, 3 et -2 
2) Préciser les extremums de f 
3) Dresser le tableau de variations de f. 

Le graphique ci-dessous est celui de T courbe représentative d’une 

N
I
C
 

fonction définie sur [0,4] et de ses tangentes aux points d’abscisses 1 et =
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1) Lire graphiquement f(1), f'(1) et FO). 

2) Donner une équation de la tangente au point d’abscisse 1. 
3) Parmi les trois courbes données ci-après laquelle est la représentation 

graphique de f'. 

© 
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On donne le tableau de variation d’une fonction f : 

  

x |-c -2 -1 O0 1 2 

FC _ +4 - À + + | 0 — 

3 +0, 

fx) / LD / 
1 \ Ne 

1) Donner les ensembles de définition de f et de f’. 
2) Quelles sont les limites aux bornes de la fonction f ? Donner les équations 

des asymptotes à la courbe représentative de f. 
3) Ecrire les équations des tangentes à la courbe représentant f que le 

tableau de variation permet de connaître. 

4) Quel est le nombre des racines de l’équation f(x) =0 ? Donner pour 

chaque racine un encadrement par deux entiers consécutifs. 

5) Tracer la courbe € de f dans un repère orthonormé (O, i, j) . 

X?-2x+4 
SERRE  sixell, of \{2 

Soit f:x+ 2x-x°? [ [e} 
2-x+Vx?+3 sixe]-,1| 

1) Montrer que f est continue en 1 
2) Etudier la dérivabilité de f en 1 

3) Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer f'(x) 

4) a) Vérifier que pour tout xe R : x< he +3 

b) Dresser le tableau de variations de f 

c) En déduire le domaine de définition de la fonction g:x+> /f(x) 

+00 
  

  

        
  

Soit f:x + -x° +3x° -4 

£: la courbe de f selon un repère orthonormé (o, ï, j) 

1) Dresser le tableau de variations de f 

2) Calculer f(-2)}et en déduire le signe de f(x) sur R 

3) Soit M un point de & d’abscisse x € ]0,1{ . H et K les projetés orthogonaux 

de M respectivement sur l'axe (o, i) et l'axe (o, j) 

Déterminer la valeur de x pour que le périmètre du rectangle OHMK soit 
maximal.
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CORRIGES 

1) f:xb x° -3x° +6x est une fonction polynôme donc dérivable sur KR. 

2) 

3) 

4) 

5) 

6) 

Pour tout xeR : f'(x)=3x? -6x. 

f:xH(3x+2}. 

On pose u:x 3x+2 est une fonction polynôme donc dérivable sur R 

d'où f =u? dérivable sur IR. | 
Pour tout xeR : f'(x)=2-u'(x)-u(x)=2x3x(3x +2) =6(3x +2). 

x? —2x+2 
x—1 

domaine de définition D, =R\{1}. 

-2x+2)'(x-1)-(x-1)'(x? -2x +2 

(x-1ÿ 
_ @x- 2Xx-—1)-(x? 2x +2) _x 2x 

(x-1ÿ _x-1) 

f:xb c’est une fonction rationnelle donc dérivable sur son 

  

1x _ CË Pour tout xeR\{1}, f'(x)= 

  

f:xb V2x-1; D, =[4,#0[. 

On pose u(x)=2x-1 fonction polynôme donc dérivable sur KR et pour tout 

xE 14,4 u(x)>0. D'où f=Vu est dérivable sur rt . 

Pour tout xe]h,+, FOOT ET 

f:xhVx-x-6, D, Le Bret 

On pose + u(x) = x? -x—6 c'est une fonction polynôme donc dérivable sur R : 

u'(x) = 2x -1. 

° pour tout xe |-0,-2[U]3,+c[ on a u{x)>0. 

Donc f=4V/u est dérivable sur },-2[U01,+01. 

62 UC) ___ 2x-1 Pour tout xe]-w,-2[U1]3,+[, f(x) "judo Res 

fix GE +xN ET, D, =[-1,+01. 

On pose + u(x)= x? + * deux fonctions polynômes donc dérivables sur MR, 
vix)=x+1 | pour tout réelx, u'(x)=2x+1 et v'(x)=1 

+ Pourtoutxe]-1,+00[ v(x} >0 d'où Vv est dérivable sur }1,+c0[ 

et y=



Fonction dérivée — Corrigés 92 

Donc f=u:Vv dérivable sur ]-1,+c[ et pour tout xe]-1,+00[ : 

£x) = GG): \vGO = GONG AGE E) )' 

=(2x+DVx+1+(xX"+x = 5x° +7x+2 GTR HD EE 
2-1 é 2 7) fixk>—X—©—, D,=R (car pour tout réel x, x?+x+1>0) 

Lérx+1" P 

On pose + u(x) = x? -1 
v(x)=x?+x+1 

-< Pour tout réel x, v(x) > 0 d’où Vv est dérivable sur R 

deux fonctions polynômes donc dérivables sur KR 
pour tout réelx, u'(x)=2x et v'(x)=2x+1 

Donc f =. est dérivable sur R. 

    

Vv 

DRE + x +1-— 2x #1 (52 
pan = 20-06 GR ue TT Le 

(VG)Y x?+x+1 

___ 2x?+3x?+6x+1 

ax +x+1(x7 +x +1) 

. 1 = 5 8) EX" D, R\{S}. 

La fonction xr->(5-3x) est dérivable sur IR et pour toutxe R\{5}, 

5-3x#0 doncla fonction f est dérivable sur D, =IR\ 5) . 

__—3t3) ____9 
Fe C- | 76-37" 6-3) 

1 
(2x+3} 
  9) f:xh 

Ami 3 ' —2(2) 4 
f est dérivable sur IR \ {-3) et f (x) = Cx+3ÿT = x 

. 5-3 = 10) fx D, =R\{-2} 

f est rationnelle donc dérivable sur son domaine de définition 

S —3x2-5x1 __—11_ f d f'(x) = 2222 (x) = onc f'(x) (x+2Ÿ & n +2 

11) £69 = px sa , D,=R\{-} 

f(x) = (u(x)} avec uGQ= x. Ona: (u*)'=2u'u 

_22(5-3x) 11 ,(5-3x) ges en FO9=2x (5) d'où FO
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12) f()=(2x+3)(3x-5), D, =R. 

f est polynôme donc dérivable sur KR. 
f=u?v® donc f'=2u'uv* +u/(3v'v?)=uv’(2u'v+3uv') 

u'(x)=2 et v'(x)=3. 

f'L)=(2x+3)(3x-5ÿ [2x2(3x-5)+3(2x+3)x3] 

f'(x) = (2x+3)(3x- 5) (30x +7). 

  

2 Fe 12442 e fix ee sixe]-0,-2]U[0,+00[ 

. ag sxele] 
1) + Dérivabilité defen zéro, f(0)=1, soit 960 = LI 10 

x +2x+2 

Si x € ]0,+o[, 909 = 09-10 - 2e 5 
alors lim o(x) = 1 ,f est donc dérivable à droite en 0 etf(0)=1. 

x? —2x +2 _ 
2 

Pour tout xe |-w,0[ (x) = — +2 — 7 2 

alors lim px) =-1 ,f est donc dérivable à gauche en 0 et (0) = -1 

On a f,(0) # f:(0) d’où f n’est pas dérivable en 0. 

f(x) — f(-2) + Dérivabilité de fen(-2), f(-2) = Î , On pose (x) = x12 pour x #-2 

Dérivabilité à gauche en -2 : 

x?+2x+2 1 
2 3 2x+l) 

Pour tout xe }-c, —2[ , px) — x +2 3(x2 + 2) 

lim œ(x)=-= sd ou f est dérivable à gauche en (2) et f;(-2)=-< 
x(-2) 

Dérivabilité & f à droite en -2 : 

-x?-2x+2 1 
x42 _3_2(1-2x) 

x+2 3(x° +2) 
  Pour tout xe ]-2,+0[, o(x) = 

lim œ(x)== à d' ou f est dérivable à droite en (-2) et f;(-2)= 
2(-2) 

On a donc ul (-2)#f,(-2) d’où f n'est pas dérivable en (2). 

OI
 

2) + Sur |-x,-2[U]0,+c[
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2 

f(x) = x+Bte fonction rationnelle définie donc dérivable. 

  

  

+2 

po = LL 42x42) 6 +2)-(6 +2) 66 + 2x +2) 
(x? +2ÿ 

_(2x+2)(x7 +2)-2x (x +2x+2) _-2x2 +4 
= GC +2Ÿ = té +2Ÿ 

+ Sur ]-2,0[ 
/ : 

f(x) = er fonction rationnelle définie sur ] -2,0 [ donc dérivable. 

—2x+2) (x? +2)-(x2 +2)" (x? -2x +2) 
(x? +2Ÿ 

(2x -2)(X° +2)-2x(-x7 —-2x +2) _ 2x2 8x4 

Fo=C£   

(x? +2) (x? +2} 

1) f:xh x° 5x +6x-1: 

c'est une fonction polynôme donc dérivable sur R : 
pour tout x e IR: f'(x) = 3x? -9x+6 

  

  

  

f'(x)=0 © 3x7 -9x+6 = 0 x_[ 1 2___t® 
c FC) + Q = Q + a+b+c=0 donc x=loux=<-=2 
a f(1)=> +00 

lim f(x) = lim x° = +00 C1 W N J X—+0 +e 00 f(2)=1 

lim f(x) = lim x° = -0 
X—>-0 

+ f'admet deux extremums | 

2) 

un minimum local en 2 

un maximum local en 1 

  

    

f:xh 242 : C’est une fonction rationnelle donc dérivable sur D, = IR \{3}. 

Ê 2 3 
1 -3 X —00 +00 

Fe 
(x-3)  (x-3) fC| — — 

  

        
lim f(x) = lim £ =1 f(x) + 
X—+0 + X 

lim f(x) =1 Ve Ni 
Him —3)=0 et lim(x +2)=5 

lim f(x) = +0 

Jim f(x) = —0 

  

x |—-o 3 +0 
car : 

Xx—3 _ +
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° fn'a aucun extremum 

3) f:x X 2x +7 ; 
—1 

C’est une fonction rationnelle donc dérivable sur D, = R \{1} 

Pour tout x e R \{1} 

(x -4x+7)'(x-1)-(x-1)' (€ -4x+7) 
£'(x)= (x=1) 

_ (2x-4)(x-1)-x° +4x-7 __x2-2x —3 

(x-1) __(@ÿ 

  

  

f'(x)=0e x -2x-3=0 ona: a-—-b+c=0 donc x=-loux===3 

4 

D, 

—00 —1 1 3 

FT + | 
6 x) SJ NL PNR 

lim f(x) = lim X = Lim x = co , limf(x)= lim À = Jim x = +00 
X—-0 X—}+0 

lim(x—1) =0 et lim x? —4x+7=4 

  

  

    

lim f(x) = +00 X [|-c0 1 +0 
xl car : 
lim f(x) = —00 x—1 _ + 
x—1” 

un maximum local en -1 
+ _f admet deux extremums: un minimum local en 3 

f:xh vx? -4x+3 

={xeR,x -4x+320)} Ts | = ï - ï © Di = He t]UIS, +   

On pose U:xr x°-4x+3: 
C’est une fonction polynôme donc dérivable sur R : U'(x)=2x-4 

et pourtoutxe |-x,1[U]3,+c[, U(x)>0 

donc f = Vu dérivable sur }-w,1[U]3,+[ 

et fo UC) 2x4 x-2 
2/U() 2Vx7-4x+3 Vx-4x+3
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f'(X)=0Sx-2=0&x=2 or 2kD, 

  

  

  

x |-0 1 3 

f' LLLZ 

f(x) +20 NK 427777 7 +20 
f(i)=0  f(3)=0 

lim (é —4x+3)= lim x? = +00 = dim x? 4x +3 = +00 
#0 1-40 

+ _f' admet deux minimums égaux entet3 

FE» fixes X+ax=10 x? +ax-10 10, LR 
x—2 

1) Pour tout xe R \{2} 

CE +ax-10) (x-2}-(6-2) (+ ax-10) | (2x+a)(x-2)-x°-ax+10 
  

Li (x-2Ÿ (-2Ÿ 
_ x =4x+10—2a 

(x-2Ÿ 
2) f admet deux extremums si et seulement si f'(x) s’annule deux fois et 

change de signe. f'(x)=0 < x? -4x° +10-2a =0 : 
C'est une équation du second degré qui s’annule et change de signe deux 

fois si et seulement si A'=b'—ac > 0 signifie : 

-(10-2a)>0-6+2a>0{a>3l 
2 2 

3) a=5=f(x)=X+5X 10 à f(x) = XX 
) ( ) x—2 ( ) (x-2Ÿ 

f(X)=0S x -4x=06S x=0oux=4 

x |—c 0 2 4 

D | 
F9) LA UN 

lim f(x) = lim X = lim x = -o 
X=>—0 x X xX—>—0 

  

  

    

lim f(x) = lim = lim x = +00 
X—>+00 x—ho X X—>+00
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lim x° +5x-10 = 4 et limx-2 = 0 

x | -2 -1 1 +0 

FO] 4 - 4 + 
4 + 

6 7 KR 5 A va 

lim f(x) = +00 Car . X — 2 +00 

x? ‘x-2| - + 
lim f(x) = —c0 
x27 

  

  

CO   
  

f:xh x -3x+2 
1) fest une fonction polynôme donc 

dérivable sur R 

pour tout xe R:f'(x) = 3x? -3 

f'(x)=0@ 3x7 -3-0@ x =1S x=1oux=-1 

2) f(-2)=0 donc d’après le tableau de variations de f 

x | -2 1 +00 

CIN ES EE 
  

3) g:xh Ex hé +2x: c’est une fonction polynôme donc dérivable sur IR 

pour tout xe R: g'(x)=x° -3x?+2=f(x) 

lim = lim Lx# = +00 x 0 2 1 
bf+e  Id-10 4 

g'C)=FGE)) - à + à + 

g(x) EN 
+00 

1) La fonction x+> Vx+4 est dérivabie sur ]-4,+cf . 

La fonction xH>-x+1 est dérivable sur IR. 

La fonction f est dérivable sur ]-4,+0| . 

1 __y_1-2Vx+4 
2Vx+4 2Vx+4 

  

  

  

Pour tout xe ]-4,+c[, f'(x) =  
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1-4(x+4) —4x-15 
2Vx+4(1+2Vx+4) 2Vx+4(1+2Vx+4) 

Le dénominateur est strictement positif et -4x—15 <0 pour tout x 20. 

Pour tout x>0 on a f'(x) <0 d'où f est décroissante sur [0,+] 

donc f'(x) = 

x lo +00 
  

Pa ’ —, —æ 

im 6 = im VE 1 = lim x 441 ue 
Vx 

or lim #=0 = lim $+1=1> lim 4+1= 1 donc lim 4 1x = -0 

Il en résulte que lim f(x) = -c 

f([0;+c0[) = }-æ,3]. 

  

  

  

  

  

2) 2) 8(3)=0. 
(x) -g@) V2x-3 -x+È Ex im À 85 = lim 3 Z = Jim 2x 3 _41_ Jim 2x-3 1 

x x-à x X-5 x x x23 V2x-3 3(x-3) 

lim RCD _1= lim —2— 1 = lim —1= +0 
8 3-3) 3 (x-3) xi * J2x—3 

car lim 2x-3=0* donc lim V2x-3 =0* et par suite lim 1 _- 
x x" P 3 V2x- 3 

g n'est pas dérivable à droite en i . 

b) g est dérivable sur É,+| et g'(x ER | ) gest dérivable sur fé,4e[ et g(0= 

V2x-3  V2x-3(1+V2x-3) V2x-3(1+4V2x-3) 
' = = 3 3 ) dc g'(xX)=0 Sx=2Eh,+0] 

© 9 — 8 admet un maximum absolu en   

    
-1 

Go) 7 \ 2 de valeur -1 donc g(x) <-1 pour 

Bu à _p| tout xef[i,+.
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wi p 

1) + admet aux points d’abscisses -3 et 4 deux tangentes horizontales donc f 
dérivable en -3 et en 4 et f'(-3)=f'(4)=0 

+ __Z admet deux demi — tangentes sécantes au point d’abscisse 0 donc f 
n'est pas dérivable en zéro (c’est un point anguleux) 
— € admet une demi tangente à droite au point O de vecteur directeur 

1 
ü | 1 ] donc f dérivable à droite à zéro et f, (0)=7 

2 

—> € admet une demi tangente à gauche en O de vecteur ÿ (2) 

—1 
donc f dérivable à gauche en zéro et f, (0)=-2 car 4. £( ») 

8 

2) 
X |-00 -3 0 2 4 +00 

FOOT + 9 - 2 _ À —- 
3 400 | +00 

f(x) AT 74 ———..., 

3) f'(x) s’annule en 4 mais ne change pas de signe donc f n’admet pas un 

extremum en 4. 
4) f admet deux extremums 

+. Un maximum local en x = -3 égal à f(-3)=3 

°_ Un minimum local en x = 0 égal à f(0)=0 

1) - Zadmet deux tangentes horizontales aux points d’abscisses 0 et -2 donc 

f dérivable en 0 et en -2 etf'(0) =f'(-2)=0 

+ __T admet une demi tangente verticale à gauche au point d’abscisse 3 donc 
f n'est pas dérivable à gauche en 3 

+ __& admet une demi tangente à droite au point d’abscisse 3 de vecteur 

directü[;) donc f est dérivable à droite en 1 et f,(1)=1. 

  

N
r
 

+
 

      

    

+ _ Ces deux demi — tangentes sont sécantes (point anguleux) donc f n’est 
pas dérivable au point d’abscisse 3. 

2) f admet trois extremums 

+. Un minimum absolu en x =-2 (pour toutxelR;f(x)>-2) 

+ Un maximum localenx=0 , pour xe ]-2,3[,f(x) <4 

°_ Un minimum local en x =3
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pour tout xe[0,+c[ , f(x) > f(3) donc f(x) 21. 

3) 
—00 -2 0 3 +00 

fO| - 0 + 9 - + 
co 4 ao 

f(x) ‘ NOT 7 

1) f(1)=1, (T) est la tangente à la courbe T° au point d’abscisse 1. 

  

    

  

La tangente (T) a pour coefficient directeur f'(1) = a _ 2 =] 
BA 

F À) = 0 car la courbe T admet une tangente horizontale au point d’abscisse 3, 
2 

2) (T):y=1-:x+p où p est l’ordonnée à l'origine. On lit sur la figure 

l’ordonnée du point d’intersection de (T) avec l’axe des ordonnées. 

D'où (T):y=x. 

3) f est croissante sur [0,3] donc f'(x)20 pour tout xe [0,3] d’où la courbe 

de f' est située au dessus de l’axe des abscisses sur l'intervalle [0,5] 

Les courbes 1 et 3 ne conviennent pas. 

f est décroissante sur [3,4] donc f'(x)<0 pour tout xe[$,4] d'où la 

courbe de f' est située au dessous de l’axe des abscisses sur l'intervalle 

3,4]. 
f à = 0 donc la courbe de f" coupe l’axe des abscisses au point d’abscisse ÿ . 

La courbe 2 convient. 
Conclusion: la courbe 2 est la représentation graphique de la fonction 
dérivée de f. 

  

  

  

        
  

1) fest définie sur x [- Er] 1 0 1! 2 +00 
R \{-1}. FO + lo = = 4 = à 4 

f est dérivable est 3 + 
dérivable sur Si 

R \{-1}. f(x) SN J 
2) limf(x)=1 et il +00 2 

lim f(x) =-1. 
X—>+0 

La droite d’équation y = 1est asymptote à la courbe & au voisinage de -w
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3) 

4 

5) 

La droite d’équation y = -1est asymptote à la courbe &au voisinage de +. 

lim f(x) =-c et lim f(x) = + donc la droite x =-1 est asymptote à & 
x" 

«+ fest dérivable en -2 et f'(-2)=0 donc au point A(-2,3) la courbe admet 

une tangente parallèle à l'axe des abscisses d'équation y =3. 

+ fest dérivable en 1 et f'(1}=-3 donc au point B(1,0) la courbe admet 

une tangente de coefficient directeur -3. T, : y = f'(1)(x—1)+f(1) 

donc Tr:y=-3x+3 

+ f'(2)=0 donc la courbe & au point C(2,-2) une tangente parallèle à l’axe 

des abscisses d’équation y =-2. 

L'équation f(x) =0 admet deux racines l’une a e[-2,-1[ et l’autre 

1e ]-1,2] 

D'après les particularités de la fonction f déduites de son tableau de 
variation, on peut tracer l'allure de la courbe de f : 

  

  

x = 1 

3 

{ 

y=1 | 
r. — 1 + + + + + + + 

2\|-1 \ y=-1 

    
1) f(1)=3, 

La restriction de f à l'intervalle [1,+[ \ {2} est rationnelle donc continue sur 

cet ensemble d’où elle est continue en 1 et par suite continue à droite en 1. 
Il en résulte que f est continue à droite en 1. 

La fonction u:x+> x° +3, étant polynôme, est continue sur IR et x? +320 

pour tout réel x donc la fonction Vu est continue sur IR. 
La fonction v:xH 2-x est affine donc continue sur IR . 

La fonction g:v+u est continue sur IR et g(x)= f(x) pour tout xe]-,1[ 

donc lim f(x) = g(1) =3 = f(1). f est continue à droite et à gauche en 1 donc f 

est continue en 1
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2) Dérivabilité de f en 1: on pose, pour tout xe D, \{1} : q(x)= 9-10 

  

x?—2x+4 
2 2 

Pour tout x € ]1, +co[ \{2}, qÜx) = —2X IT ce Dex = &) 
4(x- 1ÿ _ 4(x-1) 

 @ 1)(2x- x 2) 2x-x°? 

lim p(x)=0. fest donc dérivable à droite en 1 et f, (1)=0 

3 Le +3- Pour tout xe]-,1l, go) = 2 HVE +88 x° +3 @+) 
X— 

x +34) -2(5-1 ___ 2 

GR var) DV +3+x+1) De +3+x+1 

  

  

ax) = 

alors lim p(x)=-—. fest donc dérivable à gauche en 1 et f° (1) = +. 

3) + Sur]i,+x[\ at = x 2x tt : f est une fonction rationnelle définie 

donc dérivable sur ]1,+c[\{2} : 

FO = Ex-2)(x-*)-G-200€ =2x+4) | 8(<=1) 

(2x -x?) (2x-x) 

° Sur]-x,1[:f(x)= 2-x44LE +3. 

U:xh2-x | leux fonc'ions polynômes 

V:xh x? +3/[ donc dérivables sur }-w,1[ 

  

Soient : 

On a aussi pour tout x = Fe E ;V "@) >0 donc f =U +V dérivable 

1+—2X = —] + X 

Ex DE re +3 Vx?+3 

4) a) onapourtoutxeR:x «x° +3=>/{x| < Vx? +3 

On a aussi x <x donc x < es +3 

b) Sur }-œ,1[, f' C9 =-1+7<— . On a d'après 4) a) 
De 

X < NX +3 = Xe «1 = 2 

  sur |-,1[, f'(x)= v'e)+ 

  

  -1<0= f'(x) <0 
VX? +3 Be 

5(x-1 
Sur ]1,-+co[ \ {2}: FO) = >) car x>1 

(: x-x}
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—00 1 2 +00 

f'(x) _ : 
+00 +00 -1 

£9) NR / : / 

lim 2 -x = +0 

Him f C=lim(2-x#V x2+3 } +00 car Fe 

  

  
  

    

103 

  

  
  

  

x lim x?+3=-+00 donc lim /x°+3 =+ 

2 

lim f(x) = lim (4) =-1 
X—>+0 X—D+0 À —X 

lim 2x —x° =0 et lim x° —-2x+4=4 donc 

Jim £G) = 2 x |-0 OQ 2 +0 

lim £(x) = +0 nn 2x-x| = + - 

c) g:xh f(x) D, ={xeR, f(x) existe et f(x) 2 0} 

or d’après le tableau de variation de f: 

+ f(x)>0 sixe]-,2[ 
D D, = |-c,2|. 

{ f(x) <0 sixe |2,+0[ onc D, =]-w,2| 

ED fix x +3x° -4 
1) fest une fonction polynôme donc dérivable sur IR 

f'(x) = -3x° +6x > ) 

f'(x)=0 > -3x° +6x=0 x [Fe 7 0 Li 
<x=0oux=2 f'(x) _ à + À —- 

TIR LT x 
4 N —00  
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lim = lim-x° =-cwet lim f(x)= lim-—x° = +00 2 + 
X—}+0 X—>+00 X—3—00 X——-0 f(x) + _ _ 

2) f(-2)= 0 donc d’après le tableau 

de variation de f 

3) M(x,f(x)) eF 

x € ]0,1[ — f(x) <0 (d'après 2)) 

On pose P(x)le périmètre du rectangle 

OHMK, P(x) =2 (longueur + largeur) 

Longueur =OK=|y, -y,|=-f(x) 

  

largeur = OH = IX —X] =X 

Donc P(x)=2{(x-f(x)}= 2(x+x —3x° +4) = 2x -6x +2x+8 

C'est une fonction polynôme donc dérivable sur ]0,2[ ; P'(x)= 6x? -12x+2 

P'(x)=0 6x7 -12x+2=0< 3x -6x+1=0 

a'=b-ac = (3) -3=6>0> x'=3=V6 ou x'= 346 1, 16 

V6 146 

  

      

    

    

73. 

7 2 
44 

On travaille dans l'intervalle J0,1[ , d'après le tableau de variations de P ; 

V6 le périmètre de OHMK est maximal si x = 1 T3



Chapitre 7 

Exemples d'étude de fonctions 

1. Eléments de symélries d’une courbe 

Le plan est muni d’un repère orthogonal (O, i, j). 

Soit f une fonction définie sur un ensemble D et & sa courbe représentative. 

æ Axe de symétrie 

La droite A:x=a est un axe de symétrie de & , si et seulement si, 

pour tout x appartenant à D, 2a- x appartient à Det f(2a-x) = f(x) 

© Centre de symétrie 

La droite I(a, b) est centre de symétrie de &, si et seulement si, 

pour tout x appartenant à D, 2a- x appartient à Det f(2a-x)=2b-f(x) 

2. Branches paraboliques 

Fonction polynôme 

Soit f un fonction polynôme de degré n, n >2. Alors ce \ ) 

tend vers l'infini quand x tend vers l'infini. 
On dit que la courbe représentative & de f dans un repère 

(O, ï,j) admet une branche parabolique de direction (O, j) , ( \ 

au voisinage de l'infini. 
La courbe € aura l’une des 4 formes ci-contre : 

æ Fonction \f 

Soit f la fonction f:x+> Vax+b,a#0. Alors @ tend vers zéro quand x 

tend vers l'infini. On dit que la courbe représentative & de f dans un repère 

(O, i, j) admet une branche 

parabolique de direction (O, i) au voisinage 

de l'infini. 
La courbe # aura l’une des 4 formes ci-contre : 
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EXERCICES 

ED On considère la fonction f définie sur IR par f(x) =-x? +6x-6. 

& est la représentation graphique de f dans un repère orthonormé (O, i, j). 
1) Etudier f et tracer &. 
2) Soit A la droite d'équation y =2. 

a) Construire sur le même repère & ‘image de & par la symétrie 

orthogonale d’axe A. 
b) Montrer que & ‘ est la représentation graphique de la fonction g définie 

sur KR par g(x)= x? -6x +10. 

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) =3x? -5x+2. 

1) Tracer dans un repère orthogonal (O, i, j) la courbe &de f 

2) a) Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de points d'intersection de 

sa courbe représentative & avec la droite D, :y=x+m. 

b) Existe-t-il une  tangente à & de vecteur i+j. 
3) Lorsque D,, coupe &en deux points distincts ou confondus M" et M", on 

appelle P le milieu de [M'M"]. Quel est l’ensemble des points P lorsque 

D,, varie ? 

Soient les fonctions f:xr> x°-4x+2 et g:xH -x°-4x+2. 
& et & les représentations graphiques respectives de f et g sur un repère 

orthonormé (O, i, j). 
1) a) Etudier fetg. 

b) Montrer que & et & sont tangentes au point d’abscisse 0. 

c) Tracer & et & . 

2) Soith: x | x —4x+2 six20 
x" -4x+2 six <0 

a) Vérifier que h est dérivable en zéro. 

b) Tracer la courbe (F) de h dans le repère (O, i, j). 

c) Montrer que (0,2) est un centre de symétrie de (T°). 

3) Soit D, la droite d'équation y =ax+2, aeR. 

Déterminer suivant a le nombre de points d’intersection de (T°) et D...
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On considère les fonctions f et g définie sur IR par : 

f(x)=2x(1-x) et g(x) = 2x -2x° +3% 

1) Dresser les tableaux de variation de f et g. 

2) & et &, désignent les courbes représentatives respectivement de f et g dans 

un repère orthonormé (O, i, j). 

a) Montrer que & et &, sont tangentes à l’origine à la même droite. 

b) Préciser la position de &; et de &, par rapport à cette droite. 

c) Tracer &, et &, . 

On considère la fonction f définie sur IR par x*-2x° +1. 

& est la représentation graphique de f dans un repère orthonormé (O, i, j). 
1) Etudier les variations de f et tracer & 

f(X) sixe]-æ,-1]U[1,+[ 

(x) sixe|-1,1[ 

a) Tracer &' courbe de g à partir de #. 

b) Justifier graphiquement que g est dérivable en 1 et -1. 

2) Soit g: x | 

Soit la fonction f définie, pour tout x réel, par : f(x) =-2x° +3x? +2 

1) Etudier f et construire sa courbe représentative & dans un repère 

orthonormé (O, i, j). 

2) Montrer que o(?,5) est un centre de symétrie #. 

3) Donner l’équation de la courbe & dans le repère (w,i, j). Retrouver le 

résultat de la question 2. 

4) Ecrire l'équation de la tangente à & au point d’abscisse x,. Déterminer les 

équations des tangentes à issues du point A(2,-2). 

5) Déterminer graphiquement et suivant m le nombre de solutions de 

  l'équation (E,,):2x(x-3)= 2 ru (où m est un paramètre réel) 

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O, i, j). 

1) Soit la fonction f définie pour tout x réel par : f(x) = x° -4x 

a) Etudier cette fonction 
b) Tracer la courbe représentative & de f. 
c) Préciser le signe de f{x). 

2) Soit la fonction g définie pour tout x réel par: g(x)= x* -4x° 
Etudier cette fonction et tracer sa courbe représentative &' . 

3) A tout point M de &, d’abscisse différent de 0 , 2 et -2, on associe sa 

projection orthogonale N sur (O, i) et sa projection orthogonale P sur (O, j).
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a) Calculer le périmètre # du rectangle ONMP en fonction de x et étudier la 

variation de # lorsque x varie. 

b) Calculer l’aire 4 du rectangle ONMP en fonction de x et étudier la 

variation de 4 lorsque x varie. 

On considère la fonction f définie sur IR par f(x) = x° -3x°? +4. 

& est la représentation graphique de f dans un repère orthonormé (O, i, j). 
1) a) Dresser le tableau de variation de f. 

b) Montrer que & admet un centre de symétrie que l’on précisera. 
c) Tracer &. 

2) Soit g la fonction définie par g(x)=[xf -3x° +2. 

Z'_la courbe de g dans le repère (O,i,j). 

a) Tracer #' enutilisant &. 

b) Déterminer graphiquement et suivant les valeurs du réel k le nombre de 

solutions de l'équation (E,):|x[ -3(x°? +k)-2=0. 

he 1 33.2 3) Soith:xk 7x 5* +8. 

l'est la courbe représentative de h dans le repère (O, ï, j). 

a) Montrer que pour tout réel x,ona: h(2x)=2f(x). 

b) En déduire que T est l’image de # par une homothétie de centre O et de 
rapport qu'on précisera. 

Soit f la fonction définie par f(x) = 4x? +x+1 etsoit g=-f. 

On désigne par &, et &, leurs courbes représentatives dans un repère 

orthogonal (O, i,j). 

1) Déterminer le domaine de définition D, de la fonction f. 

2)a) Déterminer la forme canonique de x? +x+1. 

b) Montrer que le droite À, : y =x +5 est asymptote à & au voisinage de +. 

c) Préciser la position relative de la courbe &; par rapport à A... 

d) Montrer que la droite A :x = _ est un axe de symétrie pour &. 

3) Etudier f et tracer & et &, . 

4) Vérifier que & US, a pour équation x? -y*+x+1=0. 

5) On considère les vecteurs ü=1+j, v=-1+) et Q(-+,0) . 

a) Déterminer une équation de (T)=& U&, dans le repère (Q,u,v). 

b) Conclure.
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Soit f la fonction définie par f(x)=Vx? +3 et on désigne par sa courbe 

représentative dans un repère orthonormé (O, i, j) 
1) Etudier f 

2) Déterminer lim(f(x}-x)}et lim(f(x)+x) et en déduire que la courbe & 

admet une asymptote À au voisinage de + et une asymptote A’ au 
voisinage de —. 

3) Montrer que la courbe & est au dessus de ses asymptotes. 

4) Vérifier que A et A’ sont symétriques par rapport à l’axe des ordonnées. 

5) Tracer A, A'et &. 

6) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = Vx? -4x+7 

a) Vérifier que pour tout xeIR: gx) = f(x +2) 

b) En déduire, en utilisant la courbe & la représentation graphique de la 
fonction g 

Soit la fonction f définie par f(x) =V/x? -2x-3 

On désigne par Sa courbe de f dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) Etudier les variations de f. 
2) Montrer que f n’est pas dérivable à droite en 3 et Interpréter graphiquement 

le résultat. 
3) Montrer que la courbe & de f admet la droite D : x = 1 comme axe de 

symétrie 
4) a) Montrer que la courbe & de f admet la droite A:y=x-1 comme 

asymptote au voisinage de +. 
b) Montrer que pour tout réel x, x? 2x -3 <(x-1} 
c) En déduire la position de la courbe & par rapport à A. 

5) Tracer la courbe &. 

6) Soit g la fonction définie par g{x) = \ x? -2x- 3 

En utilisant la courbe &, tracer la courbe &' de g dans le même repère. 

2 

On considère la fonction définie sur IR \{-2,2} par f(x) = 2 Bt 
X _ 

On désigne par # sa courbe représentative dans un repère orthogonal (O, i, j). 

b_,_c 
x+2 x-2 
    1) Onse propose de déterminer les réels a, b et c tels que f(x) =a+ 

pour tout x différent de 2 et —2. 
a) Calculer Him(x —2)f(x) et en déduire la valeur de c. 

b) Calculer lim(x +2)f(x) et en déduire la valeur de b. 

c) Calculer lim f(x) et en déduire la valeur de a.
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2) Etudier f. 
3) Tracer la courbe &. 
4) Soit m un réel. Discuter suivant les valeurs de m le nombre de points 

d’intersection de # avec la droite d’équation y = m. 

5) a) Déterminer l’abscisse du point où &coupe son asymptote horizontale 
b) En déduire la position de &par rapport à son asymptote horizontale. 

6) En utilisant la courbe &tracer la courbe de la fonction g:x+ f(-|x|). 
2 

Soit f la fonction définie sur IR’ par f(x) = 2) . 

On désigne par # sa courbe représentative dans un repère orthogonal (O, i, j). 
1) Préciser les asymptotes de &. 
2) Etudier les variations de f. 
3) La droite A: y =1 rencontre € en un point A. Déterminer les coordonnées 

de A et une équation de la tangente à & en A. 
4) Tracer et A. 

1) Etudier la fonction f définie par f(x) = RS et préciser les asymptotes 

de la courbe & de f. 

2) a) Tracer sa courbe représentative & dans un repère orthogonal(O, i, j) 

b) Soit Q(3,0). Ecrire l'équation de & dans le repère (Q, i, j). 

et en déduire que Q est un centre de symétrie de &.
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CORRIGES 

ED f:xH -x? +6x-6 
1) f est une fonction polynôme donc dérivable sur IR : 

pour tout xe IR : f'(x)=-2x+6 

f(x) =0S x=3 

+ 
  

FG) + _ 

f(x) » LT TL, : 

lim f(x)= lim -x° =-0 
Ixl++00 Axft-> +00 

  
Construction de €: 

x __|0 1 !{2 |3 [14 15 lé 
fC)]-6 |-1 [2 ]3 |2 | |< 

€ est une parabole de sommet S(3,3) et d’axe de symétrie la droite D:x=3. 

2) a) &'=S,(#) (voir figure). 

b) Soit M(x,f(x)}e& 

M'(x', y") tel que :M'=5, (M) L 

Mes + e 
M*M'eA + 

x=x" 

SAfG)+y"_, 
  

        = y'=4-f(x) 

=4+x?-6x+6 

= x? -6x+10 

=x"°-6x'+10 car (x =x"') 

  

donc M'(x',y'}e &'courbe de la fonction   g:xk>x°-6x+10.
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1) L’équation de la courbe &est de la forme y =ax° +bx+c où a=3, b=-5 

et c=2. La courbe & de f est la parabole de sommet se, 5) et d’axe de 

étrie A:x=>. (L'absci 25 à = -ZL symétrie A:x= 6 (L’abscisse du sommet est 5a “6 et f( 6)= 15) 

A 

g:\ | 

TA 

of 

ns 

      
2) a) Les coordonnées des points d'intersection de &et D, s'obtiennent en 

y=x+m 

y ={@9) 
Les abscisses des points d’intersection sont solutions de l'équation : 

(E,): 3x°-6x+2-m=0, A'=9-3(2-m)=3+3m 

Cette équation admet deux racines distinctes ou confondues si et seulement 

si A20 c’est à dire me[-1,+|. 

résolvant le système : 

b) Une tangente à & de vecteur directeur i+j donc de coefficient 

directeur 1 est une droite D,, qui coupe # en deux points confondus. 

C'est la droite D, d’équation y =x-1. 

3) Les abscisses de M’ et M" sont solutions de l’équation (E,,). On a donc 

=b 
Xw +Xyr _X'+X" _ à 

2 2 2 
Les points M’ et M" appartiennent à la droite D,, donc leur milieu P est 

aussi un point de D,, (car M’ et M"et le milieu du segment [M'M"] sont 

alignés). | 
x=1 

L'ensemble des points P est donc défini par: 4y=x+m 

me[-1,+00[
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x=1 

ce système est équivalent à {y =1+m 

y €[0,+c[ 

L'ensemble des points P est la demi-droite [Az) de vecteur directeur j où 

A(0,1) est le point de contact de D, et la courbe & 

  
1) a) f:xH x? -4x+2 : f polynôme donc dérivable sur IR. f'(x)=2x-4 

X |-00 2 +00 
lim £()= lim x? = +00 FC) h Ô 
di--ro 1-40 

oO [°° KR ; DA Fe 

polynôme donc dérivable sur IR. g'(x)=-2x-4 

  

  

  
g'xm-x -4x+2:g 

  mom 
8(x) AT 

Jim, 
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f(0) = 8(0)=2 

D (0) = 80) = 4 
| donc € et & admettent la même tangente T au point 

d'abscisse 0 d'équation : y = -4x+2 

c) Tableaux de valeurs : 

    

x _{|-110/112}3/4 

f()17/2|-1/-251 

1 O1
 

Æ
 

(e D pa
 

©
 

_
 

  

    

                                  

x 

8(x)1-31215!/615 D D oo 

    

  

  

ix> 
2) a) hixr {09 Six20 

g(x}si x <0 

h dérivable à droite en zéro et h, (0) = f'(0) = -4 

h dérivable à gauche en zéro et h, = g'(0)=-4 

h, (0)=h;(0)=-4= h dérivable en zéro et h'(0) = -4 

b) Voir figure. 
c) Montrons que ((0,2)est un centre de symétrie de la courbe (T° ) 

h étant définie sur IR donc pour tout xeIR, -xeR. 
+ Si x>0,ona -x<0 : 

h(x)+h(-x) = f(x) +g(-x) = x? -4x+2-x?-4(-x)+2=4=2x2 

+ Six<0,ona -x>0 : 

h(x)+h(-x) = g(x)+f(-x) = -x7 -4x+2-x7 +4x+2=4=2x2 

+ Six=0,h(2x0-0)+h(0)=2h(0)=4 

On conclut que pour tout réel x, h(-x) +h(x)=2x2 donc le point 

Q(0, 2) est un centre de symétrie pour la courte (T°). 

y=ax+2 y =ax+2 
3) Méy)eDnre (15 ou y=g(x) 

= f(x)=ax+2 ou g(x)=ax+2 * donc le nombre de points
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d'intersection de D, et l'est égal au nombre de solutions des équations * 

donc:*x?-4x+2=ax+2 ou —-x?-4x+2=ax+2 

= x? -(4+a)x=0 ou -x?-(4+a)x=0 
D x=0 où x=4+a ou x=—4-a 

donc + Si a = 4 alors on a une seule solution : x =0 
— un seul point d'intersection 

+ _ Si a # 4 alors on a trois solutions = D, NT = {3 points} 

1) f est g sont des fonctions polynômes donc dérivables sur IR. 
Pour tout réel x, f'(x) =2-4x 

  

  

x —0@0 1 +0 
« = Em 2 _ - 

die f(x) = Jim 2x = fO| + 4 —- 
1 

f(x 2 (>) TT NA   
g')=2-4x+8x? 

\ 

A'=b"-ac=4-16=-12<0 
= | 

= 869 n'a pas de racines (x + 

lim g(x)=lim8x? = + f(x) TT 
XH+00 _! 

  

  

  
2) a) f(0)= g(0) -0 donc l’origine O(0,0) est un point commun à & et e,- 

De plus f'(0)=2 et g'(0)=2 donc les courbes & et &, sont tangentes 

à l’origine à la même droite. 

Equation de la tangente commune à &, et &, en O:     
T':y=2x. 

b) Position relative de & etT : 

f(x)-2x=-2x? d'où f(x)}-2x<U pour tout réel x 

Par conséquent Pour tout réel strictement 

positif &, est au dessous de T 

&NT = {0(0,0)} 

g(x)-2x = -2x° + = x(-2 +22 

Pour tout x e ei EE est au dessus de T.   Pour tout x e E,+1, &, est au dessous deT. 

&, NT = {O(0,0)} . 

c) Traçage :
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£, est la parabole de sommet SD et d’axe 

la droite D : x =}. 

&, admet deux branches paraboliques de direction 

celle de (O, j), l’une au voisinage de + et l’autre 

au voisinage de -«. 

f:xr x°-2x? +1 
1) fet une fonction paire car pour tout xeR, f(-x)=f(x) 

donc il suffira de l'étudier sur[0,+{, f polynôme donc dérivable 

sur[0,+oo[ et f'(x)=4x° 4x = 4x(x? -1). 
  

  

  

  

    
  

      

x |0 1 + 00 

X 0 + + 

x? —1 — gd + 
f'(x) = + 

A f(x) nr 
  

lim f(x})= lim x° = +00 

  

  

  

  

x_[ol1]2 101 71 
f(x) 111019           
    
&, admet une branche parabolique de direction (O, j) 

au voisinage de +. 

On construit & sur [0,+x[ puis on utilise la symétrie par rapport 

à (o, j) pour tracer & sur |-«,0]. 
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2) a) Si xe-ow,-1]U[1,+[:g(x)=f(x)=' = 

Si xel-1,1]:g(x)=-f(x) = &'= Soi) (&) 

b) &’ admet deux tangente horizontale au points d’abscisses 1 et -1 

donc g dérivable en 1 et -1 et g'(1}=g'(-1)=0. 
6 

1) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R puisque c’est une 
fonction polynôme. 

Pour tout réel x, f'(x) = -6x° +6x 

f')=0 ss 6x(-x+1)=0 x =0 où x=1 

  

X —00 0 1 
f'( _ Q + { _ 

169 _ 2 OT Le 

2) Montrons que le point w (4,5) est un centre de symétrie : 

+00 
  

  

      
  

Pour tout xeR,ona @xi-eR. 

f(x 2 —x)= f(1-x)= -2(1-x) +3(1-x) +2 = 2x7 -3x° +3 

2x3 H60 =5—(-2X +337 +2) = 54 2x7 — 8x? 2 = 2x 8x2 +3 

Donc K2x-x) = 2x2 100. 

D'où le point w (4,2) est un centre de symétrie pour la courbe & de f. 

3) On écrit l'équation de la courbe & dans le repère (®,i, j) . 

Soit M{x,y) dans le repère (O, FA) et M{X, Y) dans le repère (@,i,j) . 

OM=OGQM=11+5j+XT+Y$ et OM=xi+yf Gone pri 
=(L+X)i+($+Y)) Y=S+Y 

M(xy)e g & Hx)=y & y=-2x° +3x° +2 

& 3+Y=-2(4+X) +3(L+X) +2 

S Y=-2X +5X S G(X)=Y 

Dans le repère (@,i,j) , la courbe # est la courbe représentative de la fonction 

G définie sur IR par G(X) = -2X° + 3x . Cette fonction est impaire, & l’origine 

du repère est un centre de symétrie pour &. 
Z admet deux branches paraboliques
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de direction (O, j , l'une au voisinage 

de + et l’autre au voisinage de -w 

4) 
d’abscisse x, . 

5) 

Soit (T) une tangente à la courbe € au point 

(Ty = fGo)x-x)+ 05) _ 

(T):y = (6x5 +6x,)(x-x,)+(-2X$ + 3x5 +2) ++ 

(T):y = (6x5 +6x,)x + 4x5 —-3x5 +2 

(T) est issue du point A(2;-2) c'est à dire 

(T) passe par A(2;-2) si et seulement si 

-2 =(-6x5 +6x,)2+4x5 -3x5 +2 <> 4x5 -15x5 +12x, +4=0 (E) | 

On remarque que la courbe & passe par le point A(2;-2). 

     
Donc x, =2 est une racine de l'équation (E). Par conséquent : 

(E)& (x, -2)(4x5 +bx, -2)=0 <> 4x5 +(b-8)x5 -2(b+1)x, +4 =0. 

Cette égalité est vraie pour tout réel x, si et seulement si 

ê -8-=-15 

b+1=-16 

L’ équation (E) est équivalente à (x, —2)(4x2 -7x, -2)=0 

& b=-7 

S x, =2 ou 4x5-7x, -2=0 

-7-9 _=1 -7+9 D = 7 OU X= 2 

Deux tangentes (T,) et (T,) sont issues de A, l’une au point d’abscisse 

x, =2 c’est le point À, et l’autre (T,) au point d’abscisse À . La tangente 

171 
432" 

2— 

(T,) correspond à la tangente au point B(- 

Pour tout x différent de 0, l'équation 2x(x-3) = M est équivalente à   

  2x? -3x= 2 2x -3x" =2-me-2x +3x7+2=m ef(x)=m 

2-m Donc le nombre de solutions de l'équation 2x(x -3) = est le nombre   

de points, d’abscisses non nulles, d’intersection entre & et D,, :y =m 

On remarque que f(0) = 2 donc au niveau de m = 2, il faut tenir compte de 

la condition exigée sur x.   

m —00 2 3 

Nombre de points 1 3 1 

communs à D,, et 

+00 
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1)a) La fonction f est définie, continue et dérivable sur R puisque c’est une 

fonction polynôme. Pour tout réel x, f'(x) = 3x? -4 

f'(x)=0 «5 3x -4=0 ex-28 ou 23 
  

  

  

    

x | 25 Æ +00 

f'(x) + Q — Q + 

1693 + 00 

f(x) OT d De” LT   
  

b) La courbe € est symétrique par rapport à O car f est une fonction 
impaire. Elle coupe l'axe (xx) aux points d’abscisses -2, 0, 2. 

  

    

  
  

  

      
  

  

  

  

  

Z 

NN 
217 OÙ 2. 

Pat t M 

x |- -2 0 2 +00 

c) Signe de f(x) : fc) | | + | - | + 

x D V2 +00 

x? 2 _ d + 

4x D + + 

8'® lo — ( +         
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2) La fonction g est définie, continue et 0 +00 
dérivable sur KR puisque c’est une g(x) Ne | OT 

4 fonction polynôme. g'(x) =4x° -8x 

g'x)=0 < 4x(x?-2)=0 

<x=0 où x=V2 ou x=—V2 

g est paire, il suffit de dresser le tableau 
de variation de g sur R,. 

      

    

  

La courbe &” est symétrique par rapport à l'axe 
des ordonnées car f est une fonction paire. 
Elle coupe l’axe (xx) aux points d’abscisses -2, 0, 2. 

Chacune des courbes & et #” admet deux branches 

paraboliques de direction (O, j), l’une au voisinage de 

+ et l’autre au voisinage de -. 

  

Signe de g(x) : 
  

X |—0 -2 0 2 4-00 

geo | + À - à - à + 
  

        
  

3) Pour tout xeR\{0,-2,2}, #(x)=2(x|+ff(9)) et æ(x)=[|x-f(x)]| 

Les fonctions # et æ sont paires, puisque pour tout x e IR \{0,-2,2} 

#(-x)= 2(|-x| +[f(-0)) > #(-x)= 2(x| +|-#(9]|) = 2(x| +|£(0)/) = #(x) 

a(-x)=|-x-f(-20)| = (29) =|x- f(x) = 2x) 

Sur ]0,2{, p') =2(-3x° +5). 

Sur ]2,+cf, p'(x)=2(3x? -3)=6(x? -1) >0 pour tout xe ]2,+0[ 

  

  

  

  

          

x |0 # 2 +00 

2%) 2(—x +5x) 2(x°-3x) 

#@ | + 0 - + 

#0) IE + 
0 TT | NN TT
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X |0 V2 2 +00 

Sur ]0,2[, a'(x) = -4x° +8x ax) xt +5x? xt -4x? 

Sur ]2,+0[, a'(x) = 4x° -8x «(x + 4 _- + 

Î 
4 +00 

ax) NN : OT | | D 

  

f:xt x° -3x? +4 
1) a) fest une fonction polynôme donc dérivable sur R 

f'(x) = 3x? -6x 

f')=0S 3x7 -6x=0S x=0 ou x=2 
x — 0 2 +0 

FC + 9 9 + | 
66) LT, 

: HmfOO= messe + Jimi lim = 
b) I(a,b) est un centre de symétrie de & si et seulement si pour tout 

xeR,2a-xelR et f(2a-x)+f(x) =2b 

f(2a-x)+f(x)=2b & (2a-x) -3(2a-x) +4+x° 3x7 +4=2 

< 6(a-1)x? -12a(a-1)x+8a° —-12a? +8-2b =0 

L'égalité f(2a -x)+ f(x) =2b est vérifiée pour tout x e IR équivaut à 

  

  

  

a=1 
—12a(a —-1) =0 ® 1D22 

8a° —-12a° +8-2b =0 

Conclusion : 1(1,2) est un centre de symétrie de la courbe & 

c) Voir figure 
La courbe & admet deux branches paraboliques l’une au voisinage de 
+ et l’autre au voisinage de -. 

2) g:xmhxf -3x +2 

a) + Six20alors g(x)=x"-3x"+2=f(x)-2=S&'=t,.(&)sur[0, + 

6(a-1)=0 | 

+ Pourtout xeR :g(-x)=g(x) 

D'où g est paire donc on construit &” sur |-c,0]par symétrie par rapport 

à l’axe des ordonnées
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b) (E,):{-3(x7+k)-2=0 ehf-3x7-3k-2=0 

{x -3x?+2=3k+4 
& g(x)=3k+4 

Soit D, la droite d’équation y =3k+4 

le nombre de solutions de l'équation (E, ) est égal au nombre de points 

d’intersections de #” et D, (parallèle à (o, i) ). 

  

3k+4 —00 -2 2 +00 

k —00 —2 2 +00 

  

  
Nombre de  |pas de solution 4 solutions 2 solutions 
solutions de 

2 solutions 3 solutions l'équation (E, ) 

. l,3_3,2 
3) h:xh 5x 5 * +8 

a) h(2x)= (2x) -2(2x) +8 =2(6 -3x +4) =2f(x) 

b) Soit M(x,f(x))e & ; M'(2x,h(2x))er 

OMi=2xi+h(2x) j=2xi +2f(x) j (d'après a))=2{xi+f(x).j)=20M 

D donc M'=h,,,, (M) d'où r=h,,(#). 

Û 
1) f est définie si et seulement si x? +x+120 ce qui est vérifiée pour tout réel 

x car le discriminant de x? +x+1 est strictement négatif d'ou D, =IR. 

1 2 =(x+1ÿ -l,3-(tx+ly 43 2) a) x +x+1=(x+5) 111 + +7:
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b) Pour tout xe[,+l, x+}= (x+ D 

lim | £x)-(x+1) |= li Ar +143 fc+2y 2 ti 
lim[ x D] Him | X+2) +4 X+3 ] ce fx +29 +34 fx +2) 

La droite A, :y=x +3 est asymptote à &; au voisinage de +. 

a) Position de &, par rapport à A, : 

; en 1 î 
D'après ce qui précède : f(x) (x +2) = {> 0 PRE Ur 2 +p+r+ et 
Donc la courbe de #; est située au dessus de l’asymptote A, : y =x+ > 

lu
s 

= 0 

pour tout xe [-4. +] . 

d) Montrons que la droite A:x = n est un axe de symétrie pour &. 

+ _ Pour tout réel x, on a 2x(-D)-XER. 

+ 2x (2)-x) = fix) = x) + Ci) +1 = + x +1 = FR) 

D'où la droite A:x= + est un axe de symétrie. 

3) La fonction x+> x° +x+1 est polynôme donc dérivable sur IR et pour 

tout xeIR x°+x+1>0 doncfest dérivable sur IR. 

x ' 2x+1 1 Pour tout réel x, (x) = =. x |-® FF +00 
2Vx?+x+1 F 

Le signe de f'(x) est celui de 2x+1. Co 
_ Ü + 

. 2 Lu 2 L +00 +00 
dim (x +x+1)= lim x = lim, f(x) = +0 f(x) Na 

+ Construction de &, : On construit (C,) la 2 

représentation graphique de la restriction de f à l'intervalle [&,+o0[ eton 

termine la deuxième partie (C,) par symétrie par rapport à la droite 

.x=-1 A:x= É 

(C)U(C,)=&. 
+ Construction de &, : Puisque g(x) = -f(x)alors &, est la symétrique de 

€, par rapport à l'axe des abscisses. 
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4) Equation de (T)=&. U&, dans le repère (O, i, j) : 

MGy)e& US, y=f(x) où y=-f(x) 

Sy=vVx +x+1 où y=-Vx? +x+1 

Sy =x +x+1e x -y} +x+1=0 

Par conséquent (F):x°-y?+x+1=0. 

5) Equation de (T°) dans le repère (Q, ü, Ÿ) : 

Soit M (x, y) dans le repère (O, ï, j) (X, Y) dans le repère (Q, ü, ÿ). 

OM=0Q+QM et OM = xi + y} ce qui équivaut à dire 

xE + y = O0+QM = 154 xû + vo = Lx + PD+YC +) 

= (CS +X- NE + 00 NS 

x=-++X-Y 
y=X+Y 

Par conséquent : (1)
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or l'équation de (T) dans le repère (O, i, j) est x? -y?+x+1=0 (2) donc 

l'équation de (T°) dans le repère (Q,ü, Ÿ), obtenue en remplaçant dans 

l'équation (2) x et y par leurs valeurs en fonction de X et Y données par (1), 
est : 

+x-vY _(X+YY +(-L+X-Y)#150 

e-&-N+@-Y) _(X+Y} -1+x-Y+#120 

e —4XY +4 =0e XY= ï (le produit est non nul donc X 0) 

On obtient donc (7):y= TX à (Q, ü, Ÿ) . 

b) La courbe (T') est donc une hyperbole qui a pour asymptotes les axes du 

repère : les droites passant par Q et de vecteurs directeurs ü et ÿ et 

pour centre de symétrie Q l’origine du repère. 

x |-w 0 +00 
1) La fonction f est définie sur IR La fonction F'(0) = { : 

x x? +3 est dérivable sur IR 

(polynôme) et de plus é +00 + 

x°+3>0 pour tout réel x, donc f est (0) N £ LA 

dérivable sur IR. 

f(x = 2X____x 

2Vx2+3 Vx2+3 

lim (x? +8)= lim x? =+0 donc lim f(x) =+0 
Px-->+0 Pxf-»-+00 

2) + lim (F(x)-x)= lim x +3 - x= lim EtI-X - im 
te x2+3 4x eUx2+3+x 

or lim x? +3 = #0 = lim vx +3 = +00 = lim Vx?+3+x=-+0 d’où 
X--}+0 +00 X—}+0 

lim ——%= 9 donc lim (f(x) x) =0 
X—}+0 x? +3+Xx X—>+0 

La droite A:y=x est asymptote à & au voisinage de +. 

+ Jim (660 +x)= lim Ve +3+x= lim HIEX 2 Jim 3-0 
x2-0  /x2 +3-x 7e /x2+3 x 

La droite A':y =-x est asymptote à & au ose de -«. 

3) Onaf =. 2 2 3 2 x? +3- x? 

) Ona 19e = 45e 70 
+ Pour xe[0,+[ ona 1x = x et par suite donc f(x)-x>0 

Pour xe]-w,0[,ona vx°+3>x 
S—y— 

+ 
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4) 

6) 

On conclut que pour tout réel x Vx? +3 > x donc la courbe est au dessus . 
de l’asymptote A:y=x. 

+ Pour xeÏ-«,0] onavVx°? =-x d'où f(x)+x >0 donc f(x) >-x 

Pour xe [O,+cf, on a x? +3 >-x donc f(x) > -x 
y 

I 

On conclut que pour tout réel x, 1x? +3 >-x donc la courbe est au 

dessus de l’asymptote A': y =-x. 

Vérifions que A et A’ sont symétriques par rapport à l'axe (Oy). 

Soient M(xy)eA < y=x et M'=5,,,(M) et M'(x',y"}, on a donc 

y'=y et x'=-x or y=-x ce qui donne y'=-x" d’où M'(x',y'}eA'. 

Les droites À et A’ sont symétriques par rapport à (Oy). 

5) 

  

  

g: x Vx?-4x+7 
g est définie sur R (x?=4x+7 #0 puisqde À <0) 
Pour tracer la courbe de g en utilisant la courbe de f, il faut d’abord trouver : 
une relation entre f(x) et g(x). | 

86) = vx? —4x+7 = 4x2) -4+7 = /(x-2) +3 =f(x-2) 
Soit MX f())eZæ et M'((x+2),g(x+2)e, 

on a g{x+2)=f((x+2)-2)=f(x) d'où M'(x+2,f(x)) 

  
  

_——f2 —— = 
MN{ 1)  MN=2i d'où N=t,;(M) c'est à dire tout point de & est 

l’image d’un point de la courbe & par translation de vecteur 21.
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1) f:xk> vx? -2x-3 est définie sur ]-0,-1]U[3,+[. 

  

  

  

  

Pour tout x<-1 et x>3, x |- 1 1 3 +00 
, —1 F0) = 2 — 

Vx?-2x-3 FC) 
: 2 = k 2 

EC) 
> Jim f(x) =+0 

2) Dérivabilité de f à droiteen 3: f(3)=0 

Pour tout x>3,0ona: 

FC-FG) _ V2 -2x-3 _  x2-2x-3 _ x+1 
x 3 x—3 (x) -2x-3 x -2x-3 

lim(x-1)=3 
x-3 x—1 , sn. FX) —-f() 

= +0 d Lim 2° = + 
ie 0) es ® 

ES 
x—3t Jx2 _2x-3 x=3t x—3 

x-33* 

La fonction f n’est pas dérivable à droite en 3 et au point A d’abscisse 3 la 
courbe #admet une demi tangente verticale. 

3) - Pour tout xe D, ona x23 oux<-1 donc -x<-3 ou-x2>1 et par suite 

2-x<-lou2-x23 d'où 2-xeD,. 

+ f(2-x)=2-x) -2(2-x)-3 = V4+ x -4x-4+2x-3 = x -2x-3 = f(x)
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Donc la droite D:x=1 est un axe de symétrie pour la courbe € 
4) a) Montrons que la courbe & de f admet la droite A:y=x-1 comme 

asymptote au voisinage de +. 

Pour tout x>3, Vx?-2x-3+x-140 donc 

  

2 2 

F6) çe-1) = 22x23 (6-1 = 223 RD | 4 
Jx-2x-3+x-1 Vx-2x-3+x-1 

4 =0 d'ou ladroite À : y=x-1 est lim (x) — 6-1) = Lin Û’—— ir xs 4x ci 
une asymptote à la courbe & représentant f au voisinage de +00 

b) x?-2x-3=(x-1) -1-3=(x-1) -4 d'où x? -2x-3 <(x-1}. 

c) + Pour tout réel x, x? -2x-3 <(x-—1} donc pour tout x>3 ona 

Vx?-2x-3 <,/(x-1) et par suite f(x) <[x-1] ; or x>3=x-1>2>0 

donc f(x)<x-—1. Par conséquent, la courbe & est au dessous de 

l’'asymptote oblique A:y=x-1. 

+ Six<-1,ona x-1<-2<0 et par suite Vx?—2x-3 > x-1 donc la 
@ Q 

courbe est au dessus de À sur }-c,-1]. 

5) 

   
6) g{x) = x? —2x -3] 

La fonction g est définie sur IR. 

Si x<-1 ou x23 ona g(x)=f(x), l(8)=€. 

Si-1<x<3 ona g{(x)=/-(x? -2x-3) 

La restriction de g à l'intervalle [1,3] a pour équation y =V-x?+2x+3. 

Elle est représentée par T',(g). 

Pourtout -1<x<3,ona y=V-x7-2x+3 & y =-x-2x+3 et y2>0 

&x?+y-2x-3=0 et y2z0 

& (x-1) +y° =4 et yz0
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L'ensemble des points M(x,y) de T',(g) est un demi cercle de centre 1(1,0) et 

de rayon 2 située au dessus de l’axe des abscisses.&'=7, UT 

À 

  

  

: : 2x? -3x+2 ... 2x7-3x+2 1) a) lim(x-2)}f(x) = im 827] ] = lim 
x—2 x—>2 BP(x + 2) x2 x+2 

2 

La fonction x > 2X =3X+2 x22 est rationnelle donc continue en tout réel où 

elle est définie donc continue en 2 

D'où lim 2* —3x +2 _2x4-3x2+2 

  D XD 5+2 =1d'oul: lim(x—2)f(x) =1 © 

D'autre part lim(x 2)f(x) = lim (x—2)a+ &-2 À+ +e 

—2 
                         5 b sont continues en 2 donc 

. ._ (x- je | 
lim(x —2)a=0 et lim LTD =0 et par suite lim(x —2)f(x)=c © 

D'après ® et ®, on obtient c=1 

: Lg 2x7 -3x+2 2x? —3x +2 
D) ln G+ 26 lim d+25 | }r le = 4 Q 

(x-—2) A2) x—2 

D'autre part im (x+2)f00= lim (x+2)a + b + (=2) c=b ©@ 

D'après © et © on obtient b = -4 

      

x? 2 

c) lim £(x) = lim PIXEL lim 2X 22. 
X-340 x° —4 x-+0 X 

: _ |; C__ : b L . C = 
Or Jim f(x) = lim at 5 tx 5 Aa car lim" =0 et lim 0. 

Ilen résulte a =2. 
x-»4+0 X —2
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: L _»__4 1 
Conclusion : Pour tout xe IR \{-2,2}, f(x)=2 5x5: 

2) f est rationnelle donc dérivable sur IR \{-2,2} etona 

ho = EX 4) 2x(2x" 8x +2) _ 3x? —20x +12 
  

    

CT | Gé-4ÿ 
On pose N(x)=3x?-20x+12, A'=100-36 = 64. 

,_10-8 _2 10+8 
x'= 3 =3 ex" = 3 =6. 

x |-w -2 à 

f(x) + + q _ 4: 

el LARK 

2 6 + 
  

  

      

3) Asymptotes de la courbe & de f: 

  

  

. 1 
Calcul de Jim f(x) : f(x) = 2-2 + 3 

3 __3 _3 1 eo ont 
Onailmse45" 342 4 msg +0 car ln(x-2)-0 
dim #0) = lim 2-2 +1 2 400 () 

On: linge gs 4 ot lime car Hm-2)-0 
KO = m2 + = 0 () 

De (*) et (**), on conclut que la droite A:x=2 est asymptote à #. 

+ Calcul de lim f(x) : f=2-— 41   

  

ge 1 _ 1 3 . La 
Ona: lim 5” et lim + çar lim (x+2) = 0 

4 

lim f(x) = lim 2h +2 = () 

    

  

x» X+2 x-2 
ue du ge 3 _ On Jen hp ee ge 7 Ame -0 
L 3 1 _ + 

Line 0 = m2 +5 +0 (9             

De (*) et (**), on conclut que la droite A':x=-2 est asymptote à &.
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, Le 

. im f(x) = Jim 2e =2 d’où la droite A": y =2 est asymptote à au 

  

  

      
  

voisinage de + et -c. 

4) 

r 

gr 

y=2 | + 
j’ 

i 

x= -2 x=2 

Soit N le nombre de points d’intersectio ri de &et A, :y=m 

5) « k —0 Z +00 

  

      

4 2 

Nombre de points 2 1 0 1 2 

communs à À,, et # 

L’abscisse du point d’intersection de # avec l’asymptote A": y =2 est 

solution de l'équation f(x) =2 

  

0 = 4, 15, 4. 1 -10 
fo) =262- te 265 x 3 © XES 

6) 8) = f(x). 
* La fonction g est définie si et seulement si 

--[x|#2 (évident) et -| 4-2 donc x#2 et x#-2. 

La fonction g est définie sur IR \{-2,2}. 

+ Pourtout xeIR \{-2,2}, (--x) eIR \{-2,2}. 

g(-x) = f(-1-x) = f(-[xl) = g(x) d'ou la fonction g est donc paire. 

+ Pourtoutxe]-w,0]\{-2}, g(x)=f(-(-x)) = f(x) la restriction de la 

fonction g à l'intervalle |-x,0] est représentée par F, la partie de la 

courbe # correspondante à cet intervalle. 

Puisque g est paire, la restriction de g à l'intervalle [0,+00[ est 

représentée par T, symétrique de T, par rapport à l’axe des ordonnées. 

On pose T la courbe de g. On a donc F=T. UT, (voir figure).
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1) La fonction f est définie sur IR” = ]-c,0[U]0, + 
_1V% 

+ limf(x)= im EE = + d’où la droite A:x=0 est asymptote à #& 

, lim (1) - lim X =1 d'où lim (2-1 1) = 
x x X-p+0 X X—-H0 

lim (XL À) = lim À =1 d'où lim (*=1) =1 
xo\ X x—>0 X X—}—00 

La droite A': y =1 est asymptote à au voisinage de + et —c. 

2) f est rationnelle donc dérivable sur son domaine de définition IR’. 

Pour tout réel non nul , f'(x) =2 (=) ( — ; = 2-1 {2t) 20) 
X x? X x° 

f(O=0Sx=1. Lo o 1 Leo 
  

X8 | 4 + | + Fe # 
    

  

es + 

Fo + LE f(x) UT UN OT 
0 

3) L’abscisse de A est solution de l’équation f(x) =1. 

  

        
Pour tout réel non nul, 69 =1 XL 21 ou et 

 x=x-1 où x— 1=-x & x=7 donc A(L 1) 
= 2 
impossible 

.v= fx + fE D=- 1, - y = Ty = fox 3) +16) or fG)= 8 et fG)=1 donc T, :y=-8x+5. 

4) Construire Set 

EF) 4 

  

$ 
—  
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1) *D,={xeR tel que x -3x+2x0)} 

or xX*-3x+2=0 &x=1 ou x=2 d'ouD,=R\{1,2}. 
f est rationnelle donc f est dérivable sur son domaine de définition . 

! —2 ? 6 =5 Pour tout xe R\{1,2}, AUDE ve 

Le signe de f'(x) est celui du numérateur n(x) = -2x? +6x-5 : 

=9-10 <0 donc le signe de n(x) est le signe de (-2). 

Pour tout xe R\{1,2}, n(x)<0. 

+ Limites aux bornes du domaine de définition de f : 

  

  

lim f(x) = lim —2x-3 _— = lim 2X = lim 2 = A: y =0 l'axe des abscisses 
ne _ ex + 2 x 2x _ "72 LPS uneasymptote à & au 
lim f(0= lim lime sims voisinage de +c et -co 

x -00 1 2 +00 

x-3x+2| + [0 — 9 +         
  

lim x? — 3x +2=0° F £ Jim x —3x+2=0 Um 

lim2x-3=1 n im Co = tete 2x-3=1 = lim f(x) = -0 
x—2 

x-»2 

D'où la droite A: x=2 est une asymptote à & 

Jim x —3x+2=0" ï e lim x° —3x+2=0" Emé 

Em2x-3=-1 [7 Coste ge [limits 
x1 

D'où la droite A':x=1 est une asymptote à & 

  

  

x 

f'(x) _ _ _ 

0 +00 +00 

ml NU NN, 
—00 
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2) a) 

ND 
GO
 

à 
U
r
 
A 

NJ
 

®œ 

  
$STÉS$+S 71) 

    

  

b) Montrons que le point Q(3,0) est un centre de symétrie de & 

Soit M(x,y) dans le repère (O, ï,j) et M(X, Y) dans le repère (Q, i, ÿ . 

OM = 00+ QM =31+Xi+Yj et OM:xi+yj donc ê =3+X 

  

=(3+X)i- Yj = 

2(3+X)-3 
M(x yhe F © f(x)= YHYS T xs 23 3 7698 

—3x+2 G+Xx) -3($+X)+2 

es Y=5 3+2X—3 -e Y= 8x 

3+x7+3X-2-3X +2 ax? -1 

Dans le repère (Q, i, j), la courbe &est la :ourbe représentative de la 

fonction G définie sur IR \ {2 à par G(X) = cu nr 

impaire, donc sa courbe :dmet Q, l’origine dur repère, comme centre de 
symétrie. 

. Cette fonction est  



Chapitre 8 

Fonctions trigonométriques 

Le plan est muni d’un repère orthogonal (O,i. j). 

1. Fonctions périodiques 
Définition 

On dit qu'une fonction f définie sur une partie D deR est périodique si et 
seulement s’il existe un réel non nul a tel que : 

© Pour tout xeD ; xtaeD. 

© f(x+a)= f(x) 

Ti 

| é
 

Le réel a est dit une période pour f. 2T:i 

= b+2r/ 

fa+T \ / 

7   Le plus petit réel a strictement positif qui est une période pour 
f. On la note en général T. 

Construction 
Soit f une fonction et soit T sa période. 

f est dit la période de 

Soit g la restriction de f à [a,a+T], la courbe représentative de f se déduit à 

partir de celle de g par des translations de vecteurs KTÏ avec keZ. 

2. Fonction cosinus 
Soit M un point du cercle trigonométrique de coordonnées (cos x, sin x) avec 

(i,0M)=x [2x] 

*_ La fonction cosinus, notée cos, est la fonction périodique, de période 2x, 
qui au réel x associe le réel cosx donc cos:IR IR ;x cosx 

* La fonction cosinus est paire. 

° La fonction cosinus est dérivabie sur IR et (cos)'(x)=-sinx. 

+ La fonction cosinus est croissante sur [1,0] et décroissante sur [0,7]. 

+ _ La courbe représentative de la fonction cosinus est invariante 
- les translations de vecteur 

k2ri,keZ 
- les symétries de centre 

B,(5+kr,0) ,keZ 

- les symétries d’axes 
d'équation x=kn, keZ 

3. Fonction sinus 

  

+ _ La fonction sinus, notée sin, est la fonction périodique, de période 2x , qui 

au réel x associe le réel sinx. sin:IR —R;xr-sinx 

* La fonction sinus est impaire.
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° La fonction sinus est dérivable sur IR et (sin)'(x) = cosx. 

+ La fonction sinus est croissante sur [0,4] et décroissante sur [3,1]. 

*__ La courbe représentative de la fonction sinus est invariante par : 
- les translations de vecteur 

k2ri,kezZ 

- les symétries de centre 

B,(kx,0), keZ 

- les symétries d’axes d’équation 

  

  

=Tikr, keZ 
2 

=Z  ,_n = ÎT = = {7 
4. Fonction tangente XF x=3 X*2 * X=7 

On appelle fonction tangente et on note tan la fonction tan:xH Sex . 

+ La fonction tangente est définie pour tout x #Z+kr (keZ) 

+ La fonction tangente est impair 
et périodique de période x. 

+ La fonction tangente est dérivable 

pour tout réel xX#5+km (keZ) 

et (tan)'(x)=1+tan° x. 

+ La fonction tangente est croissante 

sur tout intervalle [+kxn,5+ ka| 

avec keZ. 
+ La courbe représentative de la 

  

tangente est invariante par : - les translations de vecteur kni, keZ 

- les symétries de centre B,(kx,0), keZ 

5. Limites remarquables 

1-cosx _ 1 . limSNX 1 . liml= SX _9 + liml=e 
x0  X x->0 X x—0 X 2 

6. Fonctions x+->cos{wx +); x sin(wx+v) où oelR' et peR 

+ Les fonctions f:x+H sin(ox+a) et g:xH cos(wx+) sont périodiques de 

  

ou + 27 
ériode T ==. 

P jo 
+ Ces fonctions sont dérivables sur IR : f'(x)=mcos(ox+®) et 

g'(x)=-œsin(ox +)
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EXERCICES 

Déterminer une période de la fonction f dans chacun des cas suivants : 

a) f:xh cos3x b) fix sin( 

c) fixb cos% d) f:xhsin(2x) 

Déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable et calculer sa 
fonction dérivée dans chacun des cas suivants : 

1) f:xb sin2x+2cosx 2) f:xb 1+V2sin(2x-?) 

3) f:xh cos” x-sin° x 4) f:xb sin|x}-sin? x 

En utilisant le nombre dérivé, calculer les limites suivantes : 

1) lim XCOX +7 2) lim Sin 2X 3) Jim V3 cos x —sin x 

xt X—7T x 2xX-7 x-14 ñn—3x 

T)_ à lim 2cosx- V3 5 cos(2x +) 1 
imV2snx-1 6} 

x+-43 4 cos? x + 4sin x -1 
EN 

#4 tanx-1 "#8 2cos(2x 7) +1 
Calculer les limites suivantes : 

1) lim sin 3x 2 lim 2 =2c05x 

) x 3 -2sinx ) x-4 2 -2sinx 

3) limVBcoSx+sinx 4) Jim COSX=SNX 
x sin 2x — 4/3 cos 2x x 1-—sin2x 

EE Calculer les limites suivantes 

1) lim sin? x 2) lim sin? 2x 3) lim — cos? x — cos x +2 
x0 1—cosx x0 sin? X x-0 xsin x 

…. X(4sinx-sin 4x) . tanx-sin2x : sin 3x 

4) im 1-cos x 5) lim sin 3x 6) lim V1 - cos 2x 

: sin x 
7) sa 1-cos x +sin 4x 

Soitf: x cos2x-2sinx 

On désigne par & sa courbe représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

1) a) Montrer que f est périodique de période T = 2x. 

b) Comparer f(n-x) et f(x).
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c) En déduire qu'il suffira d'étudier f sur [-4,8 

2) Dresser le tableau de variation de f sur [-4,# 

3) a) Tracer C, la courbe de la restriction de fà |-5,3 

b) Expliquer comment tracer la courbe complète & de f. 

Soit la fonction f:IR ->IR, x» Zsin(2x 2-1 

(O, i, j) est un repère orthogonal et #la courbe représentative de f. 

& la courbe de la restriction de f à [0,x]. 

1) Etudier les variations de f sur [0,7]. 

2) a) Tracer #. 

b) Expliquer comment tracer la courbe complète de f. 
3) Soit &’'représentation graphique de la fonction g définie sur IRpar 

g(x) = 1/2 sin(2x -? 1 

a) Exprimer g(x +5) à l’aide de f(x). 

b) En déduire que #'est l’image de € par une translation dont on 
précisera le vecteur. 

c) Construire &; courbe de la restriction de la fonction g sur [0,7]. 

Etudier la fonction numérique f d'une variable réelle x : 

f:xb f(x) =sin? x-sinx+2 

1) Tracer la courbe représentative dans un repère orthogonal (O, i, j). 

Déterminer les équations des axes de symétrie. 
2) Soit g la fonction définie par g(x) = cos” x-cosx+2 

En utilisant la courbe de f, tracer la courbe de g (expliquer). 

Dresser le tableau de variation de f définie sur KR par f(x) = x? -x. 

2) a) Déduire le tableau de variation de g définie sur R par g(x) = cos” x-cosx. 

Dans un repère orthogonal, représenter le graphique de g correspondant 

à l'intervalle [-x,x]. Tracer les tangentes aux points d'abscisses et 5 . 

b) En utilisant le tableau de variation de g, déduire son signe sur[0,7] 

3) Soit h(x)= Dresser le tableau de variation de h à partir de celui de g. 
40
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Soit f la fonction définie par f(x) = sin(2x). 

1) Etudier les variations de f sur un intervalle corvenablement choisi. 

2) Tracer la courbe représentation graphique (€ ) de f dans un repère 

orthogonal (O, ï, ÿ . 

3) Soit g la fonction définie sur IR par g{x)= sin (2x -3) 

Expliquer comment tracer la courbe (€ ) en utilisant (&) ? 

4) Soit h la fonction définie par h(x) =3-sin(2x -3) 

Tracer la courbe (&) de la construction de h en utilisant (€ ).
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CORRIGES 

ED 
a) f(x)=cos3x. f(x) =cos(wx +9) avec ® =3 et p=0. 

Une période de f est fe 2. 

b) f)=sin ft) , f(x)=sin(ox+e) avec o=1 et =   TX 2 

Une période de f est <—+ 2z = 28 = 87. 

c) f(x)= cos(—= 3) » FX)= “oo +0) avec o="} et p=0. 

Une période de f est + 2r = += = 67. 

d) f(x)=sin(2x) , f(x) = inox 0) avec © =2 et p=0. 

Une période defest 27-27-27, 
2 

PU 
1) f: xkbsin2x+2cosx 

u:xh sin2x 
| dérivables sur IR = f-u+2v est dérivable sur IR 

V:XR cosx 

Pourtout xeR , f'(xX)=u'(x)+2v'(x)=2cos2x-2sinx. 

2) f: x V2sin(2x-7)+1 

f est dérivable sur KR : pur tout xeR , f'(x) = 242 cos(2x 2) . 

3) f: x+> cos? x-sin° x 
u:XH cos x 

. | dérivables sur R, donc f est dérivable sur IR 
V:XhHsinx 

Pour tout xeR,, 

f(x) = -3sin x cos? x —3cos x sin? x = -3sin x cos x(cos x + sin x) 

. 2 , 
in x—sin x 20 

4) f: x sinfx-sin?x, f(x)= FT 0 Six 
-sinx-sin" x six<0 

+ Sur ]0,+c[, f(x) =sinx-sin? x 

u:xbsinx dérivable sur IR donc dérivable sur ]0,+|. 

f=u-u” est dérivable sur |0,+cf. 

Pour tout x>0, 

f'X) = u'(x)-2u'Gou(x) = cos x -2cos xsin x = cos x(1 -2sin x).
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Pour tout x<0, 

f'(x)=-u'(x)-2u'(x)u(x) = -cos x —-2cos xsin x = -cos x(1+2sin x) 

+ Dérivabilité en 0: 

*) lim a f(0) _ lim sinx-sin? x = lim sin x ax (1 sin x) 

x0* 7x0 X x0* 

F09= 00) _ 1 1-1. 
x 

  =1,ainsi: lim lim (1-sinx) =1 et lim SNX 
x0* x=0  X x0* 

D'où f est dérivable à droite en O et f:(0)=1. 

+) lim 09 f(O) _ sin x-sin? X _ Jim SN X (-1-sinx) 
x—07 lim x x0 

Jim (— 1-sin x) =-1 etona lim® sin x =1,ainsi tim {FO - 
  

x 0 X x20 X 

Donc f est dérivable à gauche en 0 et f,(0) = -1. 

Ona: f,(0)#f:(0) d'où f n’est pas dérivable en 0. 

Conclusion : f est dérivable sur R° 
Pour tout x>0, f'(x)=cosx(1-25sin x) 

Pour tout x <0, f'(x)} =-cosx(1+25sin x) 

Soit: f:xH xcosx ; f(n)=-7 

U:x1B cos x dérivable sur IR }= f=U:V dérivable sur IR 

£'(x) =U'(X)-V(x)+V')-U(x) 

V:xb x dérivable sur IR =-xsinx+cosx 

en particulier en f est dérivable x, = 7 

done: im LES ÈE 2 ti CES) 2 £(7) = 1 
XhT  _X—T XHT X—T 

2) lim Sin 2x sin2x _> 
x? A 

Soit f:x+> sin2x dérivable sur Ret f'(x)=2cos2x, (3) = 2cos x = -2 

    

7) 
f(3)-sinr -0 

sin2x-sin2? f(x)-1(7) 

donc lim Si22x _ lin 2_lin 2 =1r(2)- 
xbE 2X X-T 2 Tr 2 xt a 2 \2 

2 X— 2 X7 

3) lim V3 cos x=sin x 

xnA r-3x 

Soit f:x+>V3cosx-sinx ; (3)-0



142 Fonctions trigonométriques -Corrigés 

4) lim 

5) 

f est dérivable sur IR en particulier dérivable en 3 

f'(x)=-V3sinx-cosx d'ou F(4)--5-$ 1-2 
3 2 2 

Gasns 1 6) per 2 
MR Rx El Ge = (5) 2-5 

X73 

2cosx-Y3 _ 
«+72 4cos° x+4sin x—1 

Soient les fonctions : f: x1-> 2cosx V3 ; (2) -0 

g:xH> 4cos° x+4sinx-1 ; g(5)-0 

f est g sont dérivables sur IR (d’après opérations sur les fonctions dérivables) 

f'(x)=-2sinx > sf =1 

g'(x)=-8sin xcos x +4 :05 x —> 8() =43 

f(x)- (3 
    

    

T [A 

2cosx - V3 = lin X+6 _# &) __1 3 
x-5 4cos? x+4sinx-1 x 1) ,{_x\ 4/3 12 

t80-8[7) 8(-3) 
Le 

x4 tanx-1 

f:xk V2sinx-1dériablesurR , (5)-0 

g:xtanx-1, g(5)-0. ges: dérivable sur IR ME +, ke 2} donc 

dérivable en 1 : FX) = VZcosx [5] -1 

' _ 2 IT _ K g'(x)=1+tan x8(5)-2 (tan? =1) 

  

  

12sinx-—1 
FH 1H 

. V2sinx-1 _ X-"4 _f@ 1 
lim = _ = == 
«ze tanx-1 sx tanx-1 T)\ 2 s Eu 

x-T 4
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u(x)- u(E 

cos(2x+2)—1 u(x)-u(SE) CE 
6) 1 — 3" - jim = Jim (1) 

ie 2cos(2x -2)+1 x A v(x)- MS x-57 vx) - -vét 7) 

ue & 

où u(x) = cos(2x +3) et v(x) = 2cos(2x -7) et uGE R)=-1et v 3) = = -1 

les fonctions u et v sont dérivables sur IR et u'(x) = -2sin(2x +3) ; 

v'69=-4sin(2x-F). Ona u'@2) =0 v'é -2V3:0 (2) 

cos(2x + 7) -1 
D'après (1) et (2) on déduit lim ——3 

x 2cos(2x 94 

  

  

  

1) lim Sn 7 
) 22 V3 - 2sin x 

1ère méthode : Onposeh=x-7e x=h+ 

donc si XH% alors h—>0 : (sin(a+b)=sinacosb+cosasinb) 

im Six ji sin(3h +7) 

x V3 -2sinx "7° V3 -2sinh cos? -2coshsin À 

= lim sin 3h 

h-0 ,/3 — sinh— 3 cosh 

—sin 3h 

in EE inh = 1—cosn }_ sinh HESE 
—sin 3h 

lim h =3 

lim 1 —cosh 9 > Jim Six 3 
h-0 | h x2E V3 — 2sin x V3 x0-1 

lim Si0h 

h-0 h 

2ème méthode : en utilisant le nombre dérivée 

On pose u(x)=sin3x et v(x)= V3 -2sinx 

u est dérivable sur IR et u'(x}= 3cos3x donc u'(£) = 3cos 37 = -3 

v est dérivable sur IR et v'(x)=-2cosx donc v'(Z) =-2cos(5) = -1
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sin 3x 

n 111 X—— u os) 

v'(2)#0 donc lim sin3x __jn 3 ____ 3 _-3_ 
x2 V3 - 2sinx x V3 —-2sinx v'G) 

«3 
V2 -2cosx 

2 lim VE 2COSX ? 
) 2 2- 2sin x 

On pose u(x) = V2 -2cosx et v(x)=V2-2sinx, 

les fonctions u et v sont dérivables sur IR. 

u'(x)}=2sinx donc u'® = 22) = V2 

v'(x)=-2cosx donc vo = 22) =-V2 d'où v ‘© #0 d'où 

2 -2cosx —2çosx 
7 

lim Ÿ2= —2C08X _ Jim X 4 _uD = 
x V2 -2sinx x2 V2 — 2énx vo 

4 
3) lim 3 cos x +sin x =? 

x2"E sin 2X— V3 cos 2x 

u(x)= V3 cosx+sinx et v(x) =sin2x 3 cos2x 

u et v sont dérivables sur KR. 

  

Pour tout réel x, u'(x) = — Feat cn x et v'(x)}=2cos2x+243 sin2x 

_ ZT -Z)-3,1- us TL) = Fons CS L) 2 +3 

vCD- 2cos 3 28 } 2/3 sin 27 3 L-_1-3--4 

V3 cos x +sin x 

x+T u'(-? 
D'où lim V3 cosx+sinx = 3 = 3° _2 __1 

x"E sin 2X — 3 cos 2x x"E sin 2X-— V3 cos 2x v'(-T 4 2 
T x++ 
3 

4) lim SOSX=SINX _? 
) 1 1-sin2x 

La méthode du nombre dérivé n’est pas convenable pour cet exemple, car si 

on pose v(x)=1-sin2x, v'(x)=-2cos2x et vo =0. 

On pose h=x-7@x=h+fdoncsi x alors h—0
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. cos(h+%)-sinfh+%) 
Jim SOSX SX _ Jim 4 4 

xt J-sin2x 30 sn 

cosh cos + —sinhsin 47 sinh cos — cosh sin # 

1- sin 2h cos — cos 2hsin ? 

v2 osh — 2 sinh- 2 sin Lé 
  

  
  

  

  

  

    

1- ER 

_ V2 sinh _ V2 
2sinh  2sinh 

h | 0-00 #3 
sinh | T ( + 

._ cosx-sinx _n. —V2 
Donc De 1-sin 2x lim 2sinh 

cosx-sinx _1.. —V2 L 
* 1-sin2x = ER 3sinh 

= . 2 Le (ax) 
1) lim X_ im X À =? 

me = cos x Fr? (Ecpex) 
x? 

im (sx) 1 un 
x = Jim Sin x 1" 0 
lim 1=C0SX - 1 0 1— — COS X 1 

x—0 x? 2 2 

2) lim Sin 2x _7 
x-»0 sin? x 

lim sin 2x £ = lim 2502X lim 2{snh) -2 
x0  X 2x h->0 h 

(on pose h =2x, quand x 0, h — 0) 

lim Sin2X _ 9 (sax) , 

rw X — Jing SN 2X 2 Jin XL 22 4 
Jim SX =1 x-0 sin°x x" fsinx 1 
x=0 X X 

3) lim =5 X—COs X +2 =? 

x-0 xsinx
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4) 

5) 

6) 

  

(1-cosx)(2+cos x) 

  

_ cos x— 1-cosx)(2+cosx 2 lim =95 X—COsxX+2 _ im ( X )_ = lim x 
x-0 xXsIn X x—0 xsin x x—0 Xsin X 

2 x 

(SEX) (2+c08) 

  

  

  

= lim U 
x—0 sin x 

x 

lim2+cosx=3, liml=COSX 1 et Jim NX 1 
x0 x-—»0 x? 2 x0 

1 
2 —X3 

Conclusion : lim =C05-X=C0SX+2 _ 273 
x-0 XSIN x 1 2 

4sinx _ sin 4x 

  

  

    

  

im *Gsinx-sinax) x x lim SX - à 
x-0 1-cosx x-0 1-cos x x0  X 

2 
x 

lim SIL X 2j 
x0 X 

ï 4 4 lim SR AX 4 — lim *( sinx-sin4x) _ 4 4 _p 
x—0 X x—0 1-cosx 1 

:— 1-cosx _1 2 
im "2 

| | tanx _sin2x 
Jim tn xX=sin2x _ jp tanx-sin2x _jin X_ x 
x-»0 sin 3x x0 sin 3x x-30 sin 3x 

x 

lim {0 X _ 1 
x—0 X 

lim Si2X 2 — Jim NX = -sin2x _1-2_ _1 
x0 X x-0 sin3x 3 3 

lim SNSX = 3 

sin 3x sin 3x 

lim SX lim A = li b 
*-0 /1-cos2x *-1 J1-cos2x +0 Ex 

Ix|
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— sin 3x 
sin3x _ _jim__ x  --3 _-3V2 

x V1-cos2x  *-0 JE V2 2 
2 

sin 3x 

  

sin 3x . x 3 _392 im = lim RS 
x-0* /1—cos 2x 7 fer V2 

2 

Remarque : On pose f(x) =—Sin 3x _ 
q P Go) V1-cos2x 

lim f(x) # lim f(x) donc f n’a pas de limite en zéro 

sin x 

7) ir —— Xp 
x-0 1—coOsX+sSiNn4x  x-0 1-cosx , sin 4x 

x x 

lim SN X =1 
x0 X 

lim 1=C0SX pl Jim sin x -_1 __1 
x-10 x 170 1— cos x + sin 4x +4 4 

lim SX _ 4 
x-0 X 

f:xb cos2x-2sinx 
1) a) PourtoutxelR, x+2reR. 

f(x+27) = cos[2(x +27)]-2sin(x +2) = cos(2x +47) -2sinx 

= cos2x —2sin x = f(x) 

Donc f est périodique de période 2x. 

b) f(x-x)=cos[2(7-x)]-2sin(x-x) = cos(-2x)-2sin x 

=cos2x-2sinx = f(x) 

c) f est périodique de période 2x donc on pourra l’étudier sur [ 13 3] un 

intervalle d'amplitude 2x . On a f(2a — x) = f(x) avec a = 5 (d’après 1/b/) 

donc la droite D: x =5 est un axe de symétrie de & 

Donc il suffit d'étudier f sur [= 2,5 |: 

u:Xh cos2x 

v:xbh-2sinx 
2) | deux fonctions dérivables sur IR d’où f est dérivable sur KR. 

f'(x)=-2sin 2x-2cosx = —4sin xcosx-2cos x =-2cosx(2sin x +1). 

Sur [&,3] , FC) =0 & cosx =0 ou sinx=-1 

a SX=-SOouUuX=SOoux=-— 
2 2 6



148 Fonctions trigonométriques -Corrigés 

  

  

  

  

    

        

  

      

  

  

  

      
  

cos x 0 + + 

2sinx+1 _- 0 + 

f@ |o + 0 — 0 

£9) À SK 
1 OT | -3 

3) a) Voir figure. 

D x=à 

b) f périodique de période T = 27 5 
donc on trace & par la translation j \ l a 

de & de vecteurs 2kni(keZ). ZE =E 6 FE E: 

L 0 

f:RR, xr V2sin(2x-7)-1 

1) fest dérivable sur IR en particulier sur [0,1]. 

f')=2V2 cos(2x -#) pour tout xe[0,x]. 

60 = _1) _R2T _3n, kr f'G)=0 & cos(2x 4)=0@ 2x 4 > +kr (keZ)e x 8 ‘2 

Pour k=0, x = € [0,x] et pour k=1, x=2el,r] 

x 0 êe 7 T 

X=2x-4 | 2 Hi 7% 
fo) + bb EE d +: 

-2 
2-1 9 [TRIO 

2 2-1         
2) a) 

f:(0)=2 donc au point d'abscisse O, 

£ admet une demi tangente de 
. (1 

vecteur directeur ü |: 

(7) =2 donc au point d'abscisse x, 

admet une demi tangente de 

  . _{-1 
vecteur directeur v _o  
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b) f est une fonction périodique de période T = ft =T. 

& la courbe de la restriction de f à l'intervalle [0,1] d'amplitude x donc 

on trace & par les translations de & de vecteurs kni, keZ. 

3) g(x) = V2 sin(2x -D-1 

a) g(x +3) = sin] 26% +D-#]- = V2 sin(2x -D-1 = f(x) 

b) Soit M(x,f(x))e & et M'x+%,glx+2))e €" 

X+5-X ON 
MM' = MM'| 2 = MM'=5i=M'=t,(M) 

g(x+5)-f(x) 0 ? 

donc &'=t,.(#). 
2 

c) voir figure. 

  

  
1) < Domaine de définition: f:x+ f(x) =sin?x-sinx+2 est définie sur R. 

+ _ Périodicité : Pour tout x réel: f(x+2x) = f(x), d'ou f a pour période 2x. 

Il suffit donc d'étudier f sur un intervalle d'amplitude 2x et de construire la 
représentation graphique correspondant à cet intervalle, on aura les autres 

parties de la courbe par les translations de vecteurs 2kni où keZ. 

+ Axe de symétrie: On a aussi, f(x-x)=f(x) donc f(2 XX) = f(x). Ilen 

résulte que la droite D: x =? est un axe de symétrie pour la courbe & de f. 

Il suffit alors d'étudier f sur un intervalle d'amplitude 7, l’une des bornes 

est 2! par exemple [-4,8 . 

° Variation def: 

Pour tout xeR, f'(x)=2sinxcosx-cosx = cosx(2sin x 1)
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x_f5 ë 5 
cos X 0 + + 0 

2sinx-1 | -3 — 0 + 

f'(x) 0 —- 0 + 0 

f(x) 4 ———- 2 

7 TT 
  

Tracé de la courbe de f : 

Soit (l,) la représentation graphique de la restriction de f à [-4,4 , 

(T,) la symétrique de (1°,) par rapport à D, alors ([,)U(T,) est la 

représentation graphique de la restriction de f à [-4,4# | qui est un 

intervalle d'amplitude 2x , les autres parties de la courbe représentant f 

se déduisent de (1,)U(T,) par les translations de vecteur 2kx i (keZ). 

    

  

  
2) Pour tout réel x, g{x) = cos” x—cosx +2 =sin?(x +35) —sin(x +3) +2 = f(x +3) 

D'où g(x 3) = f(x), pour tout réel x. 

Soit M{x,f(x))e& et M'(x 3 g(x 3) e& 

Le vecteur MM 
3 

2 0 ) il en résulte que M’ se déduit de M par la translation 

de vecteur Si .
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1) fest définie, continue et dérivable sur R 
  

  

  
  

      

x —2 4 +0 

f(x) - 0 + 

fo |? 3 

  2) a) La fonction g est définie sur R 
La fonction g est paire, puisque pour tout x réel on a : 

g(-x) = cos” (-x)-cos(-x) = cos? x - cos x = g(x) 

La fonction x + cos x est périodique de période 2x. 

Il suffit alors d'étudier g sur l'intervalle [0,7]. 

g'(x})= -2sin xcos x +sin x = -sin x(2cos x —1) =-sin x-f'(cos x). 

Pour tout xe[0,x],on a cosxe[-1,1]. 

  

  

  

  

    
        

f'(cosx)=0 <> cosx = et onaxef0,r] & x =$ . 

x 0 5 Tr 

cos x 1 5 -1 

f’(cosx) + 0 _ 

-sinx 0 _ 
0 

8") 0 — 0 + 0 

0 2 

2 
4 
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Le graphique correspondant à l'intervalle [-n,7] est (C,)U(C,) où (C,) est la 

représentation graphique de la restriction de f à l'intervalle [0,x] et (C,) est la 

représentation graphique de la restriction de f à l'intervalle [-x,0] qui se déduit 

de (C;) par symétrie par rapport à l’axe des ordonnées. 

b) 

  

g)=0 < cos x-cosx=0 < cosx(cosx-1) =0 

& cosx=0 ou cosx= 1e x=5+kr ou x=2kr, (keZ) 

  

  

        

Pour xe[0,r],ona g(x)=0 <x=0 ou x=3 

Signe de g{x) x 0 z a 

8g@) lo - | + 2 
3) h{(x)= 29 D 

On désigne par D, est le domaine de définition de h. 

D, ={xeD, ,tel que g(x) # 0} > D, =R\({3 +kxr, keZ } U{2kr,keZ }) 

Dérivabilité de h : g est dérivable sur R et pour tout x e D, on a g(x) #0 

80) 
(GCŸ 

Le signe de h'(x) est le contraire de celui de g'(x) sur D,.. 

donc h = est dérivable sur D,,etona: h'(x)= 

La fonction h est paire et 27 - périodique, il suffit de l’étudier sur [0,7] 

lim h(x) = lim 1 co car lim g(x)=0" (car g(x)<0 pour tout xe[0,:]) 
0° g(x) 

Jim h(x) = Jim #9" = car lim 18(x)=0" (car g(x) SO pour toutxe[0,5)) 

lim h(x) = lim —— 29 j = car lim g(x)=0" (car g{x)20 pour toutxef3,r)) 
x xs x ° : 
  

N
a
 

# 
  

x |0 3 

h + 
  

+00 

h(x) LT 4 ————_ ——_ 

        8 } 8 

o
t
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1) La fonction f est définie sur K. 

f est périodique de période 2 =1. On peut l'étudier sur [0,x] intervalle 

d'amplitude x. 
On a f'(x) = 2cos(2x) 

f'(x) =0 cos(2x) = 0 2x=E5+knr , keZ 
Fox e f | Ÿ 

  

  

  

  

  

xel|0, 7] xe[0,x] 

x=F+k5,kez = = 32 RUE Sx=? ou x=* 

x |0 4 Le ñ 
TT T 

2x 0 x 3x 
2 2 

cos(2x) + | { + 

1 

£G) DAT TT         
2) Tracé de f dans un repère orthogonal (O, ï,j) tel que Ïe il =lcm et ll =1 

+ __(C,) est la représentation graphique de la restriction de f à l'intervalle [0,x]. 

+ On effectue ensuite des translations de vecteur kri (keZ). 

7 en
 
4 

3) 809=sin(2x-7) 

g est définie sur IR eton a g{x)=sin [2x -2)] = f(x à) 

D'où g(x +4) = f(x) pour tout réel x, par conséquent : la courbe de g est 

1: 
déduite de la courbe de f par translation de vecteur Si .
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_ 

  

  
4) h(x)=3-g(x), on pose k(x) = -g{x). 

La courbe de k est symétrique de la courbe de g par rapport à l’axe des 
abscisses. 

h(x) =3 +k(x). 

La courbe de h est l’image de la courbe de k par la translation de vecteur 3j. 

  

 



Chapitre 9 

Suites réelles 

1. Principe de récurrence 

Soit n, un entier naturel et P, une propriété dépendant d’un entier naturel n 

supérieur ou égal à n,. 

Si les deux conditions suivantes sont vérifiées : 

à P,, est vraie, 

# si P, est vraie alors P.., est vraie, 
alors P, est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal à n,. 

2. Suites réelles : rappel 
  

  

  

  

  

  

Suites arithmétiques Suites géométriques 

Définition : Il existe un réel r tel que Il existe un réel q# 0 tel que 

relation de récurrence pour tout n, U,., = Ü, +r pour toutn, U,,, =qU, 

Terme général U, =U, +(n-p}r U, =U, :q"? 

Somme 
_ n-p+l 

S, = U, + Ua ++ U, | 5, = PU, 4u,) | 5, UE Jasn 
(P<n) 174 

n(n +1) Siazi, 

i î .… Æ mes n+l Sommes particulières 1+2+..+n= 5 l+a+at+e+ar = La”     
  

3. Variation d'une suite 

Définition : sens de variation d’une suïte 

Soit (U,) une suite numérique définie pour tout entier n2n, 20. 

æ La suite (U,) est dite croissante si U,,, 2U, pourtout nzn,. 

œ La suite (U,) est dite décroissante si U,,, SU, pour tout nz2n,. n+l 

æ Une suite est dite monotone lorsqu'elle est soit croissante, soit décroissante. 
Méthode : 
+ _ Trois méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite : 

© Suite définie par U, = f(n) 

. Sif est croissante sur [P. +o0[ alors la suite (U, ) est croissante. 
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+ Sif est décroissante sur [P, +00[ alors la suite (U,,) est décroissante. 

Attention : la réciproque est fausse : Une suite peut être croissante sans que la ; ä 
fonction associée le soit. 

@ Etudier le signe de U,.,, -U, 

  

U 
® Pour une suite à termes strictement positifs, comparer v et 1. 

4. Suite majorée, minorée et bornée 

Soit (U,,) une suite numérique définie pour tout entier np (peIN) 

æ La suite (U,) est dite majorée s’il existe un réel M tel que pour tout n>p, U, <M. 

© La suite (U,) est dite minorée s’il existe un réel m tel que pour tout n>p, U, 2m. 

© La suite (U,) est dite bornée lorsqu'elle est majorée et minorée. 

5. Suites récurrentes: U,,, = f(U,) 

° _ On trace dans un repère orthonormé 

la courbe C représentant la fonction f. 1 

+ Le réel U, étant donné, on obtient U, = f(U,) U, A, 

comme ordonnée du point de C d’abscisse U, 

  

  

  Ÿ 

Soit À, ce point. U, 

+ __Le point d’intersection de la droite A:y =x | 

et la droite d’équation y =U, a pour abscisse U, 

+ Ayant ainsi reporté U, sur l'axe des abscisses, À       on peut obtenir U, comme l’ordonnée > |; , 

du point de C d’abscisse U,, soit A, cepoint. © / Îi U, U, U, 

On reporte alors U, sur l’axe des abscisses, 

      
eton continue.
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ENONCES 

1) Soit U la suite définie par U, = 1 et pour tout entier naturel n :U,,, = 3U, +2 

Montrer par récurrence que pour tout entier natureln,ona: U, =2x3"-1 

2) Soit V la suite définie par U, =3 et pour toutentiern: U,,, =-U, +4. 

Montrer que pour tout n20, U, =2+(-1)". 

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 

a) 4° +5 est un multiple de. 

b) 3° -4%%*? est divisible par 11. 

Pour tout entier naturel non nul n : on pose : 
1 1 1 1 

= + + ++ 
" 1x2 2x3 3x4 n(n+1) 
  

n 
1) Montrer, par récurrence, que S,, = ii 

n+ 
1 1 1 

+ ++ 
{n+1l)(n+2) (n+2)(n+3) 2n(2n +1) 

Utiliser la première question pour donner une écriture plus simple de U,.. 

  2) On pose U, = 

Soit U la suite réelle définie sur IN par: 

fe =2 
pour toutn eIN, 2U,,, =U, -2n -3 

1) Calculer U, et U, et vérifier que la suite U n'est ni arithmétique ni 

géométrique. 

2) Soit V la suite définie sur IN par V, =U,+pn-1, peN. 

a) Montrer que la suite V est géométrique pour un entier p qu'on 
déterminera. 

b) Exprimer V, puis U, en fonction de n. 

c) Exprimer, en fonction de n, les sommes S, = SV, puis S' = SU. 
k=0 k=0 

Soit U une suite définie sur IN par: 

U,=6 et U,, =U,-2n+3 (neN) 

1) Vérifier que U n'est ni une suite arithmétique ni une suite géométrique. 

2) Soit la suite V définie sur N par: V, =U,., -U,. 

a) Montrer que V est une suite arithmétique dont on déterminera le premier 
terme et la raison.
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ni 

b) Exprimer SV, en fonction de n et en déduire U,, en fonction de n. 
k=0 

Soit U la suite réelle définie sur IN’ par: 
U, =2 
U, =2- 

  pour tout ne N° U. 6 
1) Montrer que la suite U n’est ni arithmétique ni géométrique. 

2) Vérifier Montrer que pour tout entier non nuln: U, <4 

3) Montrer que pour tout entier non nuln : U,,, > U, et en déduire un 

encadrement de U, 
n+l 

4) Soit V la suite définie sur IN'° par V, = = 

a) Montrer que V est une suite arithmétique dont on déterminera le premier 
terme et la raison. 

b) Exprimer V, puis U,, en fonction de n. 

Étudier le sens de variation de chacune des suites suivantes : 

  

  

2 

1) u, -"+1 (n>1) 2) V,=2"-n 3) W, =2ti 

2n 
3 

Soit la suite U définie pour tout entier naturel par: UÜ, = n 
n 

a) Montrer que pour tout entier naturel : 0 <U, <1 

b) Etudier le sens de variation de la suite U 

Pour tout entier naturel n, on pose : U, =n°-2n+4 et V =4-n°+3n. 

Montrer que (U,,) est minorée par 3 et que (V.) est majorée par 7. 

Soit la suite définie par: U, =n°-8n+5, pour tout ne IN. 
1) A l’aide de U,,.,, -U, , montrer que la suite (U,,) est croissante à partir du 

rang 4. 

2) Retrouver ce résultat à l’aide de la fonction associée f définie sur [O, + par 

f(x) =x-8x+5. 

n°-n 
  U est la suite définie par: U, = 

1) Donner l'expression de U,,, -U, en fonction den 

2) Etudier la monotonie de la suite U 

3) Montrer par récurrence que pour tout neIN, U, est un entier naturel.
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| 12 à Soit (U,) la suite définie par U, =1 et pour tout entier n: U,,, = 5 . 

x+1 
X+3 

2) Démontrer par récurrence que pour tout entiern: 0 <U, <1. 

3) Montrer que la suite (U,,) est décroissante. 

1) Démontrer que la fonction x +> ZT est croissante sur [0,1]. 

El On considère la suite (U, )définie, pour n>2,par: U, = & 

1) Calculer U,, U, et U,. 

2) Montrer que la suite (U,) est croissante. 

1) Soit la suite (U,) définie par U, = +3 pour n21.   

Montrer que cette suite est bornée. 

  2) Soit la suite (V,) par V, = ee (n >0) 

a) Montrer que pour tout entier n >0, ona V, =1- ay 

b) En déduire que la suite (V,) est bornée. 

c) Quel est le sens de variation de la suite (V,) ? 

On considère la suite (U,,) définie sur IN ° par U, = n+2-/n 

1 
1) Montrer que pour tout n >1: SU, «+ ) ap RS 

  

2) En déduire que la suite (U,,) est bornée.
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CORRIGES 

D 
1) U,=1et U,,, =3U, +2 

Montrons que pour tout entier n, U, =2x3" -1 

+ Pourn=0,ona U,=1 et 2x3°-1=-2-1=1 donc U,=2x3°-1 

La propriété est vraie pour n =0. 

+ Soit n>0,supposons que U, =2x3" -1 et montrons que U,,, =2x3"* -1 

U,., =3U, +2 et d’après l'hypothèse de récurrence, on obtient : 

U,., =3(2x3" -1)+2=2x3"*! -1 d'où la propriété est vraie pour n+1. 

+ Conclusion: Pour tout entier naturel n, U, =2x3" -1. 

2) U, =3 et pourtoutentiern: U,,, =-U, +4. 

Montrer que pour tout n>0, U, =2+(-1)". 

+ Pour n=0,ona: U,=3 et 2+(-1) =2+1=3 d'où U, =2+(-1). 

La propriété est vraie pour n=0. 

+ Soit n>0, supposons que U, =2+(-1)" ,montrons que U,.,, =2+(-1)"* 

U,,, =-U, +4 et d’après l'hypothèse de récurrence on peut écrire : 

U,, =-(2+(-1))+4=-2-(-1) +4=2+(-1) 7 

Conclusion : Pour tout entier n20, U, =2+(-1)". 

a) On note P, la proposition « 4" +5 est un multiple de 3 » 

+ Pourn=0, 4 +5=6 =3x2 multiple de3. Donc P, est vraie. 

° Supposons que P, est vraie pour un entier n >0, c'est-à-dire que pour un 

entier n 4° +5 est un multiple de 3 ». Montrons, sous cette hypothèse, que 

P.., est vraie, c'est-à-dire que "4"* +5 est un multiple de 3 » 

Pour utiliser l'hypothèse de récurrence, on fait apparaître 4" dans 4°* en 

écrivant 4"* =4"x4,. 
L'hypothèse de récurrence : « 4° +5 est un multiple de 3 » s'écrit 

4° +5 = 3p, avec p entier naturel (non nul). D'où 4° =3p-5 

Ainsi 4"*+5=4"x4+5=4(3p-5)+5=12p-15=3(4p-5). 

Cette dernière égalité prouve que 4"** +5 est un multiple de 3 donc P,., est 

vraie. 
° Conclusion: P, est vraie pour tout entier naturel n, donc pour tout n 20, 

4° +5 est multiple de 3.
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b) Montrons que 3°*° —-4**? est un multiple de 11. 
On note P, la proposition « 3"* -4*"*? est un multiple de 11 » 

+ Pourn=0, 3-4 =11 multiple de 11. Donc P, est vraie. | 

+ _ Supposons que P, est vraie pour un entier n >0, c'est-à-dire que pour un 

entiern 3°**-4%*? est un multiple de 11». 

Monirons, sous cette hypothèse, que P,., est vraie, c'est-à-dire que 

git#8 _ 442 est un multiple de 11 » 
HD L 4é442 L gne3 91 44m? 44 2 3045 3 4442 256 

= 3# x3 42 x (253 +3) = 3(3"* — 42) 4" x 25 

| —— 
x HxZ 

=3x11k- 4%? x11x23 = 11(3k-4%*2 x23) 
. Ë entier 

w 

D'où P,., est vérifiée. 

Cette dernière égalité prouve que 31-4492 est un multiple de 11 
donc P,,, est vraie. 

+ Conclusion: P, est vraie pour tout entier naturel n, donc pour tout n 20, 

3° 4%? est multiple de 11. 

1 1 1 1 n 
  1) On pose: S : + + ++ = 

) po n «T3 3 "3x4 RD nai » 

1 
* Pourn=1, S, =—— = et 1 d'où S, = 1 ét vérifiée 

‘ 1x{i+1) 2 1+1 2 1+1 

. n sue é 
+ pourunentier n 21 supposons que S, =-——— est vérifiée et montrons 

n+l 

  

ue ça entraîne que S,,. =ntt 
qe s g n+2° 

1 1 1 I 1 
Re ee + + — 

2 2x3 3x4 n(n+1) (n+1}(n+2) 

=S + 1 n 1 _ (n +1) _n+1 
  n 

G@+DR+2) n+l (n+1}{n+2) (@+1Xn+2) n+2 

+ Conclusion: D’après le principe de raisonnement par récurrence : 
1 1 n 

Pour tout entier n >1 : + ++ = 
1x2 2x3 n(n+1) n+1 

2) Déduction de l'expression de U, = 1 + 1 tot 1 
(n+l)(n+2) (n+2)(n+3) 2n(2n +1) 

1 1 1 
+ Hos+ = S, -S, 

n+t)(n+2) (n+2)(n+3) 2n(2n +1) ? 
n =
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D'où U. = 2n___n__2n(n+1)-n(2n+1) _ 
n 

1) U,. 

U 

# 

2n+1 n+1 (n+1)2n+1)  (n+1)(2n+1) 

,=5U, _2n -3) 

:=5 _2x0- = et U, = _2x1- 3=-2 
Si Ù est une suite aridhnétique dos U, +U, =2U.. 

11 3 

Vote => U, +U, #2U, 
2U, =-1 
d’où U n'est pas une suite arithmétique. 

Si U est une suite géométrique alors U, XU, =U 

U,xU, =24-D=-7 
2 = U, xU, #U 

2 1 u? -1 4 
donc U n’est pas une suite géométrique. 

2) V,=U, +pn-1 

a) Va = Us +p@+D-1= SU, —-2n-3)+p(n+1)-1 

b) 

= U, -n-S+pu+D- I= LV, —2-n+ (2) 

V est une suite géométrique si et seulement si, V,,, = ri ssi n+l 

Ep 2-n=0 ssi p=2. 

Si p=2, V est une suite géométrique de raison q => et de premier 

terme V,=U,+2x0-1=1. 

V.=V,q" -1 et U,=V, -n4i= an + 
2" 

  

n+l 

S =D V= +++ V, =V 1-q (ona q #1) 
k=0 1-q 

ni 1 
=1| —2 = 21-55) 

1 

  

1 
2



Suites réelles — Corrigés 163 

S' = Zu, DU _2k+1)= (Èv } Y(-2k+1) 
k=0 k=0 

On pose t,=-2n+1,neN. 

c'est une suite arithmétique car t,,,-t, =-2(n+1)+1+2n-1-=-2. 

Donc de raison r = —2 et de premier terme t, =1. D'où 

> -2k+1= 2e, =tottitett, = Etat) a -2n+1) 

_=—(n+1)(n-1) 1-n°? 

_ 2 7 2 
2 

Conclusion: S? =>, +Ès, =2(1-——)+ 1=n . 
ss 2 

U,=6, U,,=U,-2n+3 

1) U,=U,-2x0+3=9 et U, =U,-2x1+3=10 

U, +U, = 16 # 2U, donc U n'est pas une suite arithmétique. 

  

U, XU, = 60 # U° donc U n'est pas une suite géométrique. 

2) a) V,=U,,, -U, =-2n+3 

Vu -V,=-2(n+1)+3+2n-3=-2, donc V est une suite arithmétique 

de raison r =-2 et de premier terme V, =3. 
n-1i 

b) SV =V,+V ++ V., = 5 +V..) (nombre de termes = n) 
k=0 

=7G-2n-1)+3)=n(4-n) V. =-2(n-1)+3 

D'autre part: DV, =V+Vi+V, ++ V, 
k=0 

n-1 

DV, =U, -U, +U, -U, +U, -U, ++, -U,,+U, -U,. 
k=0 

=(U, +U + FU) -U, - (U, + 1) tU, 

=U, -U, 

n-1l 

Donc U, (Ev}ru, =n(4-n)+6. U, =-n°+4n+6 
k=0 

1) U,=2, U,=2-—% 23, u,-2-—4 10 
U, 6 U,-6 3 

U, +U, #2U, donc la suite U n’est pas arithmétique. 

U, xU, # U; donc la suite U n’est pas géométrique.
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2) Montrons par récurrence que pour tout ne IN’, U, <4 

+ Vérification pour n=1, U,=2<4 (l'inégalité est vraie pour n=1) 

+ Supposons que U, <4 pour ne IN’ et montrons que U,,, <4. 

—1 4 
>——- 

U,-6 2  U,-6 
    U,<4 =U,-6<4-6—=U,-6<-2— <= 

  = 2- <2+22RU,,, <4 

La propriété est vraie pour n +1. 

* Conclusion: pour tout neIN” : U, <4. 

3) Montrons que U,., > U, : 

  

-U? 16 —U, -4ÿ 
U.,-U,=2-—4 2-0, --Uit8u, 716 0 9 

" U, -6 U, -6 U, -6 
or U, <4 donc U, -6<0 et (U, -4) >0 donc U,., -U, > 0 et par suite 

Pour tout neIN’, U,., >U, . 

Encadrement de U, : 

La suite U est croissante donc pour tout ne IN‘: U, >U, donc U, >2. 

De plus U, <4. Donc pour tout ne IN’, 2<U, <4. 

4) V = 1 neN')   

  

 U, -4 
DV =. 1 L 1 _ U,-6 
MU 4 24 4 2U,-12-4-4U, +24 2U,+8 

U, -6 U, -6 

U,-6 1. U,-4 1 
  

Vu —V, _ = T — —2U,+8 U,-4 -2(U,-4) 2 

La suite V est arithmétique de raison =, et de 1% terme V, = 3 . 

b) V est une suite arithmétique de 1° terme V. donc pour tout ne IN” : 

VV += Dre (n- DD RER. 2 2 

vel uv -4,1 #22 
4 V 

n 

, pourtoutn e N°   

2 2 2 1) U,.-U, = +1) +1 _n +1 (n° +n-1) 

2(n +1) 2n 2(n+Dn 

Le dénominateur est strictement positif, pour tout entier n, il suffit donc 

d'étudier le signe du numérateur. Or ce numérateur est égal à (n+n-1let 
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pour nz1l,ona: n°? +n >], donc le numérateur est strictement positif. La 

suite U est vous croissante. 

2) Vin =2"% -(n+1)-(2"-n)=2"*%-29 -1-2"(2-1)-1=2" -1 

Pour tout entier naturel n, on a 2" -120 donc U,,,, -U, >0. 

La suite (U, ) est donc croissante. 

  3) W, = D 1 , alors tous les termes de la suite sont strictement positifs : 

Wu n+2, 3" __n+2 _ n+2 
W, 3x3" n+1 3(n+1) 3n+3° 

Pour comparer ce quotient à 1, on compare n+2 et 3n+3. 

(3n+3)-(n+2)=2n +1 et pour tout entier naturel n, 2n+1>0. 

Par conséquent, n+2<3n+3, ce qui signifie que Sel <1. 
n 

La suite (W., ) est décroissante. 

a) Montrons que pour toutn, O<U, <1 

Pour n=0 ona U, =0 d’où 0<U, <1. 

- Soit n un entier quelconque, supposons que 0 £U, <1 et montrons que ça 

. 7 montrons que U,,, 20 

entraîne O£U,, <1 N montrons que U.., < 

*PourtoutneIN,ona 7 20 

* Montrons que U n+l £ 

2n ou. , 
a"l= T— To, d'où U,,, <1 On a donc: O<U,,, <1. 

(n +1) ”_(n+l} 
  

+ D’après le principe de récurrence , 0 <U, <1 pour tout entier n. 

b) Pourtout neN, 

_yr -2@+1) _2n _2(n+ 1} -2n(n+2ÿ _ 2(-n°-n+1) 

"18 (n+2) (n+1ÿ (n+2} x(n +1) "In +2)n+0)f 

Le dénominateur est strictement positif. 

  

    Soit le trinôme -x° -x+1 qui s’annule pour x'= 5-1 et x"= =Ë —1 | 

-x?-x+1<0 pour x2 51 donc -n?-n+1<0 pourtoutne IN’. 

Par conséquent U,,., -U, <0 donc la suite (U,,) est décroissante.
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Ona: U,=n"-2n+4. 

°U,-3=n/-2n+4-3=n-2n+1=(n-1) 20 donc U, -320 pour tout 
entier n et par suite la suite U est minorée par 3. 

°V =4-n°+3n. Soit g(x)=4-x° +3x. 

g est dérivable sur IR et g'(x)}=-2x+3. Ona g'(x)=0& x= . . 

g admet un maximum absolue en x, =: de valeur 8®) . 

© = 6,125 <7, d’où, pour tout réel x, g{x) < ©) donc g(x) <7. 

V, =g{n) donc V, <7 pour tout entier naturel n. 

U,=n"-8n+5, pour tout neIN. 

1) U,,-U, =(n+1) -8(n+1)+5-(n°-8n+5), 

U,1 -U, =2n-7 

7 On a 2n-7 20 en2zs d'où pour tout n24, U,,, -U, 20. 

n+l 

La suite (U,,) est croissante à partir du rang 4. 

2) La fonction f définie sur [0,+c[ par f(x) = x? -8x+5, étant polynôme, est 

dérivable sur {[0,+c[ et f'(x) =2x-8. 

Ona: f'xX)20 = 2x-8>0 &x>4. 

Donc f est croissante sur [4,+[ et puisque U, = f(n) pour tout entier n > 4 

alors la suite (U,) est croissante à partir du rang 4. 

(n+1) -(n+1) n°-n_ ; 
D OU, -ÙU = ——©-——xn +n 

3 3 
2) Puisque neIN alors n°+n>0 donc U,,, -U, 20 et par suite la suite U 

est croissante. 

3) Montrons par récurrence que U, est un entier 

Pour n=0, U,-0eN. 

Supposons que pour neIN ,U, e IN et montrons que U,,, e IN. 

Ona U,,,-U, =n?+n donc U,,, =U,+n°+n; 

Or U,eN etn°+neN,donc U,.,eIN. n+1 

3 

  

. . n . 
Conclusion : Pour tout entier n, est un entier naturel.



Suites réelles — Corrigés 167 

1) fx = x+1 

x+3 

f est rationnelle et définie sur [0;1] donc dérivable sur [0;1]. 

x+3-x-1 2 
a — = ———— > 

(x +3) (x+3ÿ 

  , xef0;1]. 

Pour tout xe[0;1], f'(x)= 

f est croissante sur [0;1]. 

2) Montrons par récurrence que 0 <U,, <1. 

° Vérification: U,=1 doncO<U, <1 (vérifiée) 

+ Supposons que pour ne IN O<U, <1 et montrons que 

O<U,,, <1. 

D'après l'hypothèse de récurrence:  O<U, <1 

Puisque f est croissante sur [0;1] f(0)< FU, ) < f(1) 

o<l<u <2. 
3 4 

n41 — 

O<U,,, <1. 

° Conclusion: pourtoutneIN, O<U, <1. 

3) Ona U,., = f(U,). Montrons par récurrence que la suite U est décroissante : 

° U,=1eU, => donc U, <U,. 

+ SoitnelN, supposons que U,,, <U, et montrons que U,,, <U,... 

L'hypothèse de récurrence : U,., <U, f est croissante sur [0,1] 

et tous les termes de la suite (U,) appartiennent à l'intervalle [0,1], 

Donc f(U,.,)<f(U,) = U,., <U 

* Pour tout entier natureln, U,.,, <U,, d'ou la suite U est décroissante. 
n+2 n+1l 

-3 _9 =3 27 _ -3° -81 
1) U=7=1 , Us = 9 3 , Di = = 16 

2) Tous les termes de la suite sont strictement positifs. 
gn# 

Un _(n+1ÿ 3" on? _ 3n° 
a — EE ———— Xe = a 

U, 3" (n+1) 3° (n+1}ÿ 
n? 

  

3n° 
(n +1} 

3n°-(n+1} =3n°-n?-2n-1=2n?-2n-1. 

  Pour comparer à 1 on compare 3n° et (n+1).
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On considère le trinôme nr —2x-1, A'=1+2=3, 

d'où T(x)>0 pour tout x 2, 2 

x 123 00 et x'= 

2 

Pour tout n>2,2n?-2n-1>0 donc 3n° >(n+1} d'où Ty >1 

Il en résulte que U,,, > U, . La suite U est donc croissante. 

1) U, UT ,3 pour n2>1. 

  

      

  

  

ral 430) D +3 c'est-à-dire [U, |<i <--+3 et puisque + 1 <1 alors 

[U,|<4. La suite (U,) est bornée, en effet 4<U, <4. 

n(n +2) 
2) V,=—— 0 ) Vip (m>0) 

) V_= _n(n+2) _n +2n _@+1) 1 1 

* (n+1ÿ (n+1Ÿ  (n+1} (n+1ÿ 

b) Pour tout entier n >0,ona: ln <1 car y 

Donc V, <1. 

D'autre part tous les termes de la suite (V,) sont strictement positifs 

donc V, >0. 

On obtient donc: O0 <V, <1 d’où la suite (V,) est bornée. 

c) V, =f(n) où f(x) = x(x +2) avec x € ]0,+[.   

(x +1} 

f(x) =1 Dr L f est dérivable sur ]0,+c[ et 

—2(x+1) _ 2 
f'(x) = TRI GA d'où f est croissante sur ]0,+[, 

puisque V, = f(n) alors la suite (V,) est donc croissante. 

EU 

1) On a pour tout entier naturel n : 

  
LS - (n+2-Vn)(/n+2+Vn) n+2-n 2 

Us Vn = RE Vni2iVn Vni2+vn 

- Pour tout entier naturelnon nuln, n+2>n donc 

n+2>/n 

Jn+2+4n+2> n+2+4Vn >0
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1 1 
es 

2/n+2 Vn+2+Vn 
1 2 

——_——_— << ——_—_—_———— 

Vn+2 Vn+2+Vn 

On obtient donc : <U, (1   

1 

Vn +2 

. Pour tout entier naturel non nuln, n+2>n donc 

Vn +2 >Vn 

Vn+2+4Vn >2Vn >0 
1 1 

Sen 2R 
2 1 

TR 
On obtient donc U, «1 2 = (2) 

Conclusion : Pour tout entier naturel non nul n : 1 <U, <— 1 

Vn+2 Vn 

2) Pour tout entier non nul n, on a n>1=Vn>1=L< æ U, <1. 
n 

  

, : 1 
D'autre part, pour tout entier n, —-—— > 0. 

Part P n +2 

D'où 0<U, <1. 
(U,,) est minorée par 0 et majorée par 1 donc (U,) est bornée d’où (U,) est 

bornée. 
Remarque : Un majorant d'une suite doit être indépendant de n.



Chapitre 10 
Limites de suites réelles 

1. Suite convergente 

Soit (U,) une suite numérique définie pour tout entier n 2p. 

On dit que la suite (U,) converge vers un nombre réel £ si pour tout &>0, 

il existe un entier naturel N tel que si n >N alors [U, -{<e. 

L+e 

Le 

    
Théorème : Unicité de la limite 

Si (U,,) converge vers un réel £ alors ce réel est unique. 

Conséquence : Une suite (U,) converge vers un nombre réel £, si et 

seulement si, la suite |[U, -2| converge vers zéro. 

Notation et vocabulaire 
Si une suite (U,,) converge vers un nombre réel £, on écrit lim U, =. 

On dit que £ est la limite de la suite (U,). 

Une suite qui ne converge pas est dite divergente. 

2. théorème ( admis ): 

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type Ja, +. 

(U,,) la suite définie par U, =f(n). 

Si lim f(G)=L alors lim U, =L (L fini ou infini ) 

3. Limite infinie d’une suite 

Soit (U,,) une suite numérique définie pour tout entier n >p. 

æ On dit que la suite (U,) tend vers +x si pour tout À >0, il existe un 

entier naturel N tel que si n>N , alors U, > A. 

æ On dit que la suite (U,) tend vers -w si pour tout À <0, il existe un 

entier naturel N tel que si n2N , alors U, < A. 

4. Limite par comparaison 

Soit (U,,) une suite réelle définie pour tout entier n >2p.  
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+ Si, à partir d’un certain rang, U, > V, et lim V, =+ alors lim U, = +0. 

+ _ Si, à partir d’un certain rang, U, <V, et Him V. =- alors lim U, = —. 
Nn->+0 

+ Si, à partir d’un certain rang, [U,|< V, et lim V, =0 alors lim U, =0. 
n>+o 

5. Limite d'une suite géométrique 

Soit (U,) une suite géométrique définie par U, =q" (n20). 

+. Siq>1 alors lim U,=+0 (lasuite (U,) est divergente) 

° Si [al <1 alors lim U,=-0  (lasuite (U,) est convergente) 

+ Si q<-1 alors la suite (U,) n’a pas de limite 

6. Opérations sur les limites (finies ou infinies) d’une suite 

© Les théorèmes sur la limite en + d’une somme, d’un produit et d’un 
quotient de deux fonctions s’appliquent dans le cas des suites. 

æ Soit deux suites réelles (U,) et (V,) convergentes respectivement vers 

£et £'. Soient a et b deux réels. Alors : 

* la suite (aU, + bV,) converge vers a£+bf', 

.la suite (U, V,) converge vers ££'. 

æ Soit une suite réelle ((U,) convergente vers un réel £ non nul. 

Alors la suite (a ] converge vers L. 

Soit une suite réelle (U,,).. telle que U, >0. 

  

n 

lim U, = + siet seulement si lim 1l- 
n+0 n>+0 

Soit une suite réelle (U,). telle que U, <0. 

                     

  

  

  

  

      
        

Jim U, = lim D =0. 

® imU, |limv, lim(U, + V,) | lim(U,V,) 
L £' £+L LL 
+00 L'#0 +00 co (*) 
+00 +00 +00 +00 
—00 —00 —0 +00 

+00 x PRE - 
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EXERCICES 

Soit U la suite réelle définie sur IN par: 
U, =1 et pour tout ne N : U,,, =2U, -3 

1) a) Tracer la courbe de la fonction f définie sur R par f(x) =2x-3. 

b) Représenter graphiquement U,,U, ,U, et U, et interpréter 

graphiquement le résultat. 

2) Soit la suite réelle définie sur IN par: V, =U, -3. 

a) Montrer que V est une suite géométrique. 

b) Exprimer U, en fonction de n, et en déduire la limite de U,, en +. 

Soit U la suite définie sur IN par U, =9 et u.. = . = 
— n+ + 

  

1) a) Tracer dans un repère orthonormé (O, i, ÿ la courbe de la fonction f 

8x-6 
défini R f(x) = . éfinie sur R, par f(x) ai 

b) Représenter les quatre premiers termes de la suite U. 
2) a) Montrer que la suite U est minorée par 6. 

b) Montrer que la suite U est décroissante. 

3) a) Montrer que pour tout neN : U.,,-6< 2(U, 6) 

  

b) Montrer par récurrence que pour tout ne N : U,-6<3 (3) 

c) Déterminer alors la limite de la suite U en +. 

ED A soif: Lo6[—9Rm, x — 
6-x 
  

1) Dresser le tableau de variation de f. 

2) Etudier la position relative de & et A puis les construire. 

3) Montrer que la droite À : y = x est tangente à la courbe & en un point A 

que l'on déterminera. 
B/ On considère la suite (U,) définie par U, =-3 et U,,, = f(U,) 

1) a) Placer sur l'axe des abscisses : U,, U, ,U, et U, (utiliser & et A). 

b) Montrer que pour tout entier n, U, <3. 
1 

Ü, -3 
a) Montrer que la suite (V, ) est définie pour tout entier n. 

b) Montrer que la suite V est arithmétique. 
b) Exprimer V, et calculer lim V.. 

Nn-+0 

  2) Pour tout entier n, on pose v_ = 

c) Exprimer U, en fonction de n et en déduire lim U,. 
+0
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1} Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = Dé +2 et #sa courbe 

représentative dans un repère orthonormé (O, i, j). 

a) Montrer que pour tout xeR, f(x)>x+1. 

b) Représenter la courbe &et la droite A:y=x. 

2) On considère la suite (U,,) définie sur IN par U, =3 et U,,, = f(U,). 

a) Placer les termes U,, U,, U,. Conclure. 

b) Prouver que pour tout entier naturel n, U,., -U, 21. 

En déduire le sens de variation de la suite (U,). 

c) Montrer que pour tout ne IN, U,-U,>n. 

En déduire la limite de (U,) quand n tend vers +. 

  

  

  

U,=1 

Soit (U.,) la suite réelle définie sur IN par : ° U 
U,, = 2 ,(ne IN) 

2+U, 

1) Montrer que pour tout entier naturel n, U, > 0 

2) Montrer que la suite U est décroissante. 

3) a) Montrer que pour tout ne N, U,,, < SU, 

b) En déduire que pour tout entier n, 0 <U, < FH 

c) Trouver la limite de la suite (U,,). 

Etudier la limite de la suite (U,) définie sur IN par: 

n-—1 -2n° -7 _n+vn 
D'Un D Us D = 

2 / 2 3” 4 UÙU,=-——— 5) U, =v2 - 6) U,-= ) Var 3ne7 )'Ua=vitn on UE 

Soit (U. ) la suite définie par U, =0 et pour tout neIN: U,,, = U,” +1 

1) a) Calculer U,, U,, U, et U,. 

b) Démontrer que pour tout entier naturel n >4 : U, 22°. 

2) En déduire la limite de la suite U lorsque n tend vers +. 

  

U 
ED» Soit U la suite par: U, =1 et pour tout entier natureln: U,,, = —— 

1+U, 
. 1 

1) Montrer par récurrence que pour tout entier natureln: U, = AL 
n+ 

2) En déduire que la suite U est convergente. 

Etudier les limites des suites suivantes : 

nsinn n_ n _qn 
=——— ; V,=n"-cos" mn ; W _3"-4,, _3"-7 

n° +1 " 2 347" 
    

n
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Soit la suite U définie sur IN par U, =2 et U,., =2U, -1 
1) a) Montrer par récurrence que pour tout entiern: U, >1 

b) En déduire que U,,, > U,, pour tout entier n et que U, >2 

2) a) Montrer par récurrence que U, = 2°" +1 

b) En déduire lim U,. 

En) Pour tout entier naturel n, on pose : 
2 2 2 | 2 

S, = + ++ = 
"1x3 3x5 (2n+D)(2n+3) £(2k+1D(2k+3) 

2 __1 1 
(2k+1(2k+3) 2k+1 2k+3 

et en déduire une écriture plus simple de S,.. 

2) Calculer alors limS,.. 
n>+0 

    

1) Vérifier que pour tout entier naturel n :   

Pour tout entier naturel non nul n, on pose : 

S,=1+2+..+n,S' =17+2?+..+n° et S" =1x2+2x3+..+(n—1)n 

1) En partant du développement de (x+1)° et en utilisant l'expression de S,, 

déduire que S' = nn+1)(2n+1) 
n 

6 
. 

2) Calculer alors S". 

  

n-h0 n 

3) Etudier im (Se | 

Soit (U,) la suite définie par 

U, =0 et pour tout entier natureln: U,,, = J2-Ù, . 

1) Exprimer U,,, -3 en fonction de U,.. 

2) Montrer que pour tout entier natureln: [U,,, -3|< AU, -3] 

1 
ani ° 
  3) En déduire que pour tout entier n, [U, -3|< 

4) Conclure la convergence de la suite (U,,). 

2 

On considère la suite (U,,) définie sur IN par U, = — 
n! 

1) Calculer les six premiers termes de la suite. 

2) Montrer que la suite (U,,) est décroissante à partir de n =2. 

2n 

1) 
  3)a) Montrer que, pour tout entier n >2 : O<U, < 

b) En déduire la limite de la suite (Ü..).
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CORRIGES 
D 
1) a) f est une fonction affine, sa représentation graphique est une droite D. 

Construction de D: y =2x-3 

X 0 3 Æ _U, U, 
fc) | 3 | 3 

  

  

  

        
  

    

      
b) U,=1; U,=f{U,); U,=fU,); U, =f(U,). 

On trace la droite A : y = x qui nous permet de représenter les termes de 

la suite U. 
On constate, graphiquement, que la suie U est décroissante et qu’elle 
tend vers -«. 

2) a) V,=U,-3 neN. V,,=U,,-3=2U,-3-3=2(U, -3)=2V,. 
Donc V est une suite géométrique de raison q =2 et de premier terme 

V,=U,-3=-1-3=-2. 

b) V,=V,-q'=-2x2" =-2"" 

U,=V,+3=3-2"* 

PourtoutneN, U,=3-2". 
Ep lim V, = car q=2>1et V,=-2<0 d'où limU, = lim (V, +3)= 0. 

e 

1) a) lim f(x)=8 d'où A:y =8 asymptote horizontale à & au voisinage de + 

Tableau de valeurs : # 
  

  
x 0 1 ON

 

a 

  

  
fG | 6 | 1               w|

S|
N 

h
s
 
| 

Go
 

w
 
| 

ü1
 

a 
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b) U, =9 donc U,,., = f(U, ) (voir la figure ci-dessus) 

U, = f(U,) , U, = f(U,) et U, = f(U,) 

Soit D la droite d’équation y = x. 

2) a) Montrons par récurrence que pour tout neN, U, 26. 

* Vérifions pour n=0, U,-926. Vraie. 

+ Supposons que U, 26 et montrons que U.,, 26 

8U, -6 _6= 2(U, —-6) 

U, +1 U, +1 

D'après la supposition on a: U, 26 = U,-620 et U,+1>0 

d'où U,,,-620 = U,,, 26 vraie pour n+1. 

* Conclusion : pour tout entier ne N : U, 26. 

_ (U, -1)6-U,) 
no U, +1 

or d’après 2) a) U,>26—U,-125>0,U,+127>0 et 6-U, <0 

donc U,,, -U, <0 d’où U est décroissante. 

U, —6 — 
  

b) U,: —U 

2 
3 D'après 2) a) U,,, -6=-———{(U, -6 ) a) D'après 2 a) Us -6= QU -6) 

  

1 1 2 2 
=> <— or U >6 = U +127 = 

" " U,+1 7 U,+1 7 

2 

  et U,-620 

2(U, -6 
= 20,6) 24 0 = U,,,-6<-—(U, -6) 

U,+1 7 7 
n 

b) Montrons que pour tout ne IN, U,-6<3 (3) 

0 

+ _ Vérifions pour n=0 : U,-6=3 sf?) vraie pour n =0. 

2Y 2" 
*_ Supposons que U, -6<3 7 et montrons que U,,, -6<3 7 

on a d'après 3) a): = U,,, -6< AU —6) 

, cu 2 2 f2Y 
et d’après la supposition : 7 (Ua -6)< F5) * 3 

2 n+l doù Un-6<8(2) 
La propriété est donc vraie pour n +1.



Limites de suites réelles — Corrigés 177 

* Conclusion: pour tout neN, U,-6< (2) . 

c) Ona U,>6 =U,-62>0 0<U, -6<3x(à) : 

im (3) =0 car _1<2 01. 
n2+0| 7 7 

Ainsi : 

0<U,-6<3%(7) 
77 L2 Jim U, -6=0 = lim U, =6. 

lim 3x(2) =0 
Nn—>+0 7 

A/ 1) 100, xe]-e,6[ 

f est définie Fe, 6 [ Puisque f est rationnelle donc f est dérivable sur |-c,6|[ 

{-1) __ 9 
(6-x) (6-x} 

  Pour tout x e}-,6[, f'H)=9 

  

  

  

  

      
  

lim f(x) = lim=0 ; lim f(x) = lim = +0. 
x +0 X-2+0 —X x6" x6 6—-X 

Tableau de variation de f : 
x — 6 

f'O + 
+00 

2) Position de donc & et A : | f(x) TT 
0 

2 

f(x)-x =, _@=3) 

6-x 6-x 

On sait que 6-x >0 pour tout xe [-w,6[ et (x-3) 20 donc 

f(x)-x 20 pour tout xe |-0,6[ d'où & est au dessus de A. 

9 9 = =" et xe 6, 
3) Mx,y)e&NA<e Y 6-x © * 6-x ê xe] tel 

Y=X Y=Xx 

x x? +6x-9=-0 > -(x?-6x+9)=0 & {x-3) =0 S x =3 
x 

Donc &MNA={A(3:;3)} A esttangenteà& en A. 

B/ U, =-3 et U,., = f(U,)
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1) a) 

  

  |”
 

  £   
b) Montrer que pour tout entier n, U, <3. 

° Vérification pour n=0, U, =-3 donc U, <3. 

+ _ Supposons que Ü, <3 pourunentierne IN, montrons que U,,, <3. 

On a U, <3 (hypothèse de récurrence) 

Or Donc f est croissante sur |-,6[ et pour tout entier n, U, <3 donc 

f(U,,) < f(3) et par suite U,,, <3. 

° Conclusion: Pour tout entier n, U, <3. 

1 

U, -3 

a) On a pour tout entier naturel n, U, <3 donc U, -3 #0 pour tout net 

par suite (V.) est définie pour tout entier naturel n. 

Montrons que la suite V est arithmétique. 

  2) Pour tout entier n, V, = 

  

y 1 2 1 1 _ 6-U, 
“OU,-3 _9 3 9-18+3U, SU, -3) 

6-U, 6-U, 
y -y- 6 1 _6-U,-3_ 8-U, 

m1" S(U.-3) U,-3 3(U,-3) 3(U, -3) 
  

1 3 

D'où la suite V est arithmétique de raison = et de premier terme 

1 1 1 
= 3 5% U,-3 3-3 6 
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b) V, en fonction den: V. = tar + nf) _— | 

©) V=-— SU -3=—=UÙU -=3+— 
) n U, —3 n V. n | 

Puisque V. = -1+2n donc U, -34_6 __-3+6n+6 d'où U. _6n+3 | 

° -1+2n -1+2n 2n-1 

6+3 1 

lim U = Jim 048 2 Jim n 3 car lim —=0. 

nt NN n++o 9n-1 ne) LÀ A+ n 

n 

® f)-(x+1)=1x2 +2-(x+1)=1,2 -x+1 =) 
4 4 

D'où f(x})zx+1 pour tout réel x. 

  

  

  

ST 1 

            
b) La courbe # représentative de f est une parabole de sommet 5(0, 2) et 

d’axe de symétrie la droite des ordonnées. 

2) On considère la suite (U,) définie sur IN par U, =3 et U,,, = f(U,,). 

a) (voir figure). 

b) Un -U, =f(U,)-U, . 
Or f(x)2x+1 d'où f(x)-x 21 pour tout réel x et par conséquent 

f(U,)-U, 21 pour tout entier naturel n c'est-à-dire U,,, -U, >1. 

U,,, -U, 21>0 donc U,,, > U, d'où la suite (U,.) est donc croissante. 

€) U,,: -U, 21 pour tout entier n, donc 

U, -U, >1 

U,-U, >1
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U, -U,., > 

En ad onnent membre à membre, on obtient : 

U, 2U,+1+1+--+1 d'où U, zU, +n et par suite U, -U, 2n. 
n fois 

+ limn=-+ donc lim U, +n=+#0 et puisque U, 2UÜ,+n donc 
N—+0 

lim U, = +. 
N—H+00 

1) 

2) 

3) 

Montrons par récurrence que pour tout entier natureln, U, >0 

+ Vérification: Pour n=0, U, =1 

+ Supposons que U, >0 pourunentier neN, montrons que U,,, > 

Ona: U.,, = 5 cu et d’après l'hypothèse de récurrence U,, >0 ce qui 
+ n 

entraîne U,, +2 >0 et par suite U,,, >0. 

° Conclusion: Pour tout entier n, U, >0. 

Montrons que la suite U est décroissante. 

  

n+1 

  

_ 2 2 _ U..,-U, = U, _U, = U, -U, _-U,(U, +1) 

" 2+U, 2+U, 2+U, 

Puisque U, >0, U,+1>0 et U, +2>0 alors U,,, -U, <0. 

La suite U est décroissante. 

  
  

1 
a) Montrons que U,., < 2 -U, 

1 U, 1 _2U,-2U,-U;: U:? 
Core TTUr 2G+U.)  2G4+U,)° 

1 
d'où U,,, <— lu . On peut donc écrire: U,,, <=U,. 

2 2 © 
. 1 

b)Montrons que pour tout entier naturel n, 0 <U, < Fm: 

On sait que pour tout entier natureln: U, >0 (1) 

1 
Montrons par récurrence que U,, < 7 : 

+ Pourn=0,onauy,-1<-Ll (vérifiée) 
2 

+ _ Supposons que U, = = et montrons que ça entraîne U,,, < _ . 

D'après la question précédente: U,,, <—U 

s à 4 L'hypothèse de récurrence y < + 5 L U < L *  
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d'où U 1 n+l SU n Sr n+l £ NT " 
Donc U 

+ Conclusion: Pour tout entier natureln: y. <> 1 (2) 

       De (1) et (2) on obtient : pour tout ne N 1 
n 2 n 

  c) 1 (à) et on sait que im (2) =0 car 1<lc1. 
2" 2 n-»#0| 9 2 

1 L . . U, S— U, >0 donc [U,|=U, , ainsiona: 2 = lim U,=0 
1 nm +0 
  lim 3x = 0 

3) 

4) 

5) U 

Te = lim nl = 400 donc lim U, = + 
. lim 1 n>+0 n+ n—+0 

  

_2x?-7 2x? _ On pose f(x) = 1 Jim n f(x) = lim 2 
X—+00 HE 

Puisque U, = f(n) alors lim U, =2. 

U, _n+vn 

  

” 3n+i 

n(1+-1) 1+,/2 
m2tvn - lim Jn = lim n -1 

im 3n +1 A +0 1 ne 1 3 n(3+—) 3+— 
n n 

2 
Ù, =. 

" n?-3n+7 

On pose U, = f(n) où f(x) =——2— 
pose n (n) où (x) x? 3x +7 

lim x? -3x+7 = lim x? =+0 d'où lim Z =0 et par suite 
X—+0 X—+0 x=+0 x? —3x+7 

lim f(x) =0. Ilen résulte lim U,, =0. 
X=>#H0 n>+o 

La suite converge vers 0. 

=V2+n?-n 

Him 2+n? -n= lim C@2+n° =nXV2+n? #+n) | im 2 
n—> +0 A +0 [2 + n° +n n= +0 f2 + n° +n 

or lim V2+n° +n= Jim n n( +1 +1) 
n-++0 

lim À = 0 © dim Brie: imn( R+1+1)= +. 
Nn—+H0 n
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ILen résulte lim ——2-—=0. La suite U est convergente vers 0. 
ne /2+n+n 

-3" -_3 =(3) 6) U. == =[2 
) n 2?" y 4 

Bl<1 d'où lim (3) =0 d'où lim U, =0. 

La suite U est convergente vers 0. 

1) a) U,=U,+1=1,U, =U,+1=2,U, =U?+125 et U,=U?+1=26. 
b) « Pour n=4, U, = 26 et 2622“ donc U, 22“ (vérifiée) 

+ Supposons que U, >2" et montrons que U,,, z2"*. 

U..., = U? +1 or U, 22" donc U? 22* d’où U* 22* +1 

Ainsi, U,, 22% +1 
2 +1-2"122"(2" -2)+10r n>4 donc 2° -2>0 

donc 2” +122°*. 
On obtient donc: U.., 22* +1 et 2° +122" d'où U 

* Conclusion: Pourtout n24, U, 22° 

    

n+i 
n+1i 2 2 ° 

2} 2>1 donc lim 2" =+ et puisque U, 22" alors lim U, = + 
R-#-#+0 

  

  

EE Ona: U, =1 et pour tout entier natureln: U.. = 
+ n 

1) Montrons que pour tout n>0: y - 1 
 n+i 

1 1 1 
Pour n=0, U,=1 et ——=1 d'où U, =— . 

0+1 0+1 
La propriété est vraie pour n =0. 

  
  

1 1 
Soit n >0,supposons que U_ =—— et montrons que U.., =——. 

pP q n n+i q n+tl n+2 

1 
Ona, Us _ nti _ _ 1 1 

M 1+U, 1+ 1 n+1+1 n+2 
n+i 

. , 1 
Conclusion : Pour tout entier n20,ona U, = 

n+ 

2) lim U, = lim 1 =0. 
n-r+0 non +l 

n 
+ On sait que, pour toutentiern, [sinn|<1 donc: 0< ju, | <   

n°+1



Limites de suites réelles — Corrigés 183 

dim 2 = Jim = lim L=0 donc lim U, =0 
non +1 non n+0 n n +0 
  

+ Pourtoutentiern: -1<-cos? rn <0 

d'où V, > n?-1 

et lim(n?-1)=+« donc lim V. =+0 
n+H0 D—>HO 

° lim W.=-+00 car 3>1— lim 3° = +00 

3Y _ 

T, - (6) 21 or —1 <2c1 donc lim (3) =0 
(3) +1 7 R-+0 

Par suite lim T =-1 
+0 

on 

1) U,=2et U,.,, =2U, -1. 

a) Montrons par récurrence que pour tout entier n, U, >1 

U, =2 donc U, >1. 

Supposons que pour un entier n, U, >1. Montrons que U,.. >1. 

U, >1 = 2U, >2=2U, -1>1 donc U,., >1. 

Conclusion : Pour tout entier naturel n, U, >1. 

b) U,,, -U, =2U, -1-U, = U, -1,et puisque U, >1 alors U,., -U, >0 

Donc, pour tout entier natureln: U,,, >U,. 

U, <U,,, donc, pour tout entiern: U, <U, <U, <--<U 

D'où U, >2 car U, =2. 

2) a) Montrons par récurrence que pour tout entiern: U, =2" +1 

+ Vérification pour n=0, U, =2 et 2°+1=1+1=2 donc U, =2°+1. 

+ SoitnelN, supposons que U, =2" +1 et montrons que U,., =2"*! +1 

U,., =2U, -1=2(2" +1)-1-2"*" +1 

Donc la propriété est vraie pour n+1. 

+ Conclusion: pour toutentiern, U, =2" +1. 

n+l 

n° 

b) limU, = lim 2° +1=+0 car 2>1— lim 2" =+0. 

1) On peut écrire quel que soit p entier naturel : 

1 1 _2k+3-2k-1 2 

2k+1 2k+3 (2p+1l)(2p+3) (2k+1X2k+3) 
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(1 DA MS) 
s 

n 2n+3 2n+3 

2) im $, 1 car lim = 0. 
ni 2 

  

  

1) Onas,= 2e pour tout entier non nul n. 

(x +1) =x° +3x°7 +3x +1 

Remplaçant x successivement par 1,2, ...,n 

(LAPS = 15 +3x17+3x1+1 

QH = 2 +3%22+3x2+1 D 

(n+1) = 22 +3xn?+3xn+ 

Additions membre à membre et simplifions : 

(n+1) =1° +35! +3S,+n. D'où 

3s' ent (+ D] + D? -1- 

2)S! -2e- IX = 2-D- SK Ÿk= S! -S 
p=l p=i 

*] __n(n+D(2n +1) 

2]. 2 

: nn +)@n + D _1G@+D _ Fu 1Y(n +1) 
6 2 

3) Sa _ n(n—1)(n+1) 

n° 3n° 

Soit f la fonction définie sur IR* par : f(x) = AG DRD 

PT S, _1 
Jim fGO= Jim sg dou ns 3 

U, =0 et pour tout entier natureln: U,,,, =,/12-U, . 

1) U,.,-3= 2-0, -3- QU: =3XVI2-U, +3) ___3-U. 
J12-U, +3 Ji2-U, +3 

2 JU, - 3] 1 _3l- 

a te 
Pour tout entier pate n,ona: 4/12-U, 20 donc J12-U, +323>0 

V12- F +3 3 3 

nt 

D'où
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En multipliant par le réel positif le 3] les deux membres de l'inégalité (1), 

on obtient le -3|<1u, -3] 
12-U, 3 

Ainsi , pour tout entier natureln, [U,.,-3|< JU. 31. 

  3) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, [U, -3|< FT 

+ Pour n=0,ona[U,-3/=|-3|=3 et =3 d'où |U, es go (vraie)   

    

Fe 1 

+ _ Soit n un entier naturel quelconque, supposons que [U, -3|< 

1 montrons que [U,,,; - <=. 

On a: [U,,, -3|< lu. 3] 

L'hypothèse de récurrence|U,, -3| <   donne SU. -3|< EU    

  

es 

  D'où [U,,, -3/< sl. -31<+ XR 

Donc [U -3l < LES 

La propriété est vraie pour n+1. 
1 

3-1 ‘ 

ju, -3<3(1) . 

+ Conclusion: Pour tout entier naturel n, [U, -3|<   

      4) Pour tout entier naturel n, |U, -3|< 

  

  

On pose v, -(1) , puisque L <1 alors lim v, =0. 

On obtient donc : 

O<[U, -3]<v 
lim v. =0 ‘ = lim|U, -3]=0= lim U, =3. 
n->+0 

2 2 2 2 

1) U,=L=o,u, = 21,0, =222,u,-222,0,-2 «tu, => 0! 1! 2! 331 2° 4 3 5 
2) On remarque que pour tout n>0, U, >0 

  
U 

On calcule le rapport D. pour étudier le sens de variation de la suite. 

(n +1} 
U,, _ G@+1!_ _@+1Y nt _n+i 

U,  n?  (n+l)! “nn 
n! 

  
1 1 

= + — 
n n°? 
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On a LeletLels Vues n22D 5 <54#-5S4 y << 

La suite est décroissante à partir du rang n =2. 
3)a) Montrons par récurrence : 

* Vérification pour n =2 : 0 <U, <4 est vrai car U, =2 

2n 

(n-1} 

c'est-à-dire montrons que 0 <U 

  + Soit n>2 (quelconque). Supposons que 0 <U, < 

2(n +1) 

(n+1-1} 

On a trouvé Le: - nt donc U,., ettly 
U n° n° 

n 

  

2m +1) 
Montrons que 0 <U.., 2 n+l < 

2n 

(n-1} 
En multipliant les membres de l'encadrement par le réel strictement positif 
n+l 
——, on obtient : 
n 

D'après l’hypothèse de récurrence, on a: 0 <U, < 

n+1, an n+i 

n? (n-1} n 

o<u,,<_2n+1) (1) 
n(n -1) 

(n-1) -n = n° -3n +1 qui est strictement positif puisque le trinôme 

  0 <U, x 

x?-3x+1>0 pour tout réelx (A<0eta=1>0) 

1 
or pour tout n>2, (n-1} >n donc n(n-1} >n° d'où 0 GE à 

2(n +1) <2m+1 +1) (2) 
2 

et par suite 
nn 

  De (1) et (2), on tire 0<U,,, <AP ED d'où la propriété est vraie pour n +1. 

Conclusion : D’après le principe du raisonnement par récurrence, 

O<U, <—22— 
" @-D) 

b) Soit f la fonction définie sur IR \{1} par : f(x) = 

  

  

Te D 

lim f(x) = lim 2x _ lim 2-0 d'où lim —22 
X—3-+00 +0 x X-}40 X n—>+00 {n— D 

Ainsi lim U, =0 
N +0 

 



Chapitre 11 

Statistiques 

l- Paramètres d'un caractère statistique : 
On distingue deux types de paramètres sur un caractère statistique. 

Le mode 

, . La médiane 
* Les paramètres de position 

La moyenne 

Quartile 

L'étendue 

L'écart type 
* Les paramètres de dispersion 

P pe Variance 

Intervalles, Interquartiles 

1. Médiane et quartiles 

Définition 1 : 

Soit X une série statistique de valeurs (x,,x,,...,xX,) rangées dans l’ordre 

croissant. On désigne par [] , [à] et [3N] les parties entières, 

respectivement de N,N æ3N, 
4’ 2 4 

Le réel x x} est dit premier quartile de X. 
4 n

n
 

Le réel X 

n[
|Z
 ja est dit médiane de X (ou deuxième quartile) 

Le réel x Nu est dit troisième quartile de X. 
4 Ca

ne
t!
 

50 % 50 % 

  

[25% 25% [| 25% [| 25% | 
  

L 1 1 | 
y 1 1 

] 

Xmin Q Me-Q O3 Xmax 

Q, est tel que au moins 25% des valeurs lui sont inférieures et 75% des valeurs 

lui sont supérieures. 

Q, est tel que au moins 75 % des valeurs lui sont inférieures et 25% des valeurs 

lui sont supérieures. 

Définition 2 

Soit X une série statistique de valeurs (x,,x,,.….,x,) rangées dans l’ordre 

croissant. Soit Q, le premier quartile et Q, le troisième quartile. 

On appelle écart interquartile la différence Q, -Q.. 

2. Moyenne et écart type
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Définitions 

Soit X une série statistique de valeurs x,,...., x, d'effectifs respectifs n,,....,n 

On désigne par N l'effectif total (N =n, +n,+-..+1n,). 

P° 

Moyenne : Le réel X=LYnx est la moyenne de la série. 
i=1 

Varance : V = RD -X° est la variance de la série. 

£Ecart type: Le réel © = VV est l'écart type de la série. 

L'écart type d’une série statistique est une mesure de la plus ou moins 
grande dispersion des valeurs de la série par rapport à la moyenne de la 
série. 
Un écart-type important signifie que les valeurs de la série s'éloignent 
souvent et de façon importante de la moyenne. 

Ecart type ef moyenne : 

Soit X une série statistique de moyenne X et d'écart type 5. 

Le réel + est dit écart-type relatif de X. Il peut être exprimé en pourcentage. 

H/ Séries Chronologiques 

e Le coefficient multiplicateur qui permet de passer de l'année b à l’année n 
est égal au quotient de la valeur de l’année n par la valeur de l’année b. 

L valeur de l'année n 

” valeur de l'année b 

e L'indice 1 de l’année n, base 100 en l’année b est égal à 

I= Cx100 

Ht/ Série statistique à deux variables 

æ Définition : 

On dit qu’un couple (X, Y) de variables statistiques définit une série double 

si les deux variables X et Ÿ sont observées simultanément sur une même 
population. 
Dans le cas où X et Y sont quantitatives, la série double correspondante est 
l’ensemble des couples de valeurs numériques prises par X et Y. 

æ Si l'étude est portée sur une population de n individus (unité statistique), 

l’ensemble des couples(x;,y;) avec ie {1,2,.....n} est une série statistique 

double en données individuelles . 
© Distribution marginale 

Soient X et Y deux variables statistiques définies sur une population
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d’effectif total N. On désigne par x,,x,,.…...…,x, les valeurs de X et par 

Yar Var... Y, Celles de Y. Le nombre d'individus de la population 

vérifiant simultanément X=x;et Y = y;est noté n, associés aux 

couples (x,y,)sont présentés à l’aide d’un tableau à double entrée de 

  

  

  

  

  

  

  

  

la forme : 

Y Distribution 
Ya | Va lou | Yi Lo | Ya marginale 

X de X 

X: n; Ny Le | Di | | Ni ns 

n X) y | No | | Doi |. 2q n2. 

X; Dj | No A; Pig n; 

n n 
Xp Ni p2 ses D sr pq n. 

Distribution 

marginale | n, | n, || n, |...) ne n 
de Y                     

Distributions marginales : 

+ La distribution marginale de la variable X est la distribution des différentes 
valeurs prises par la variable X. 
La distribution marginale de la variable Y est la différence des différentes 
valeurs prises par la variable Y . 

+ Les totaux inscrits en marge du tableau à double entrée définissent deux 
distribution marginales, l’une associée à la première variable statistique 
et l’autre associée à la deuxième variable statistique. 

œ Moyenne -— Variance — Ecart type 
P 

> Nix 2x 
X= » VO = —- ; o(X)= NW 

ny j Dany F 
Ve, VO ET ; 60)= JV   

® Point moyen :
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On appelle point moyen d’un nuage de points le point G(X Y) 

: D x LL > y: 
X=i. , Y-ii 

n n 

X est la moyenne arithmétique des réels x, 

Y est la moyenne arithmétique des réels y; 

æ Nuage de points : 

Le plan est muni d’un repère. Soit (X,Y) une série statistique double. 

Le nuage de points représentant la série (X, Y) est l'ensemble des points 

Mx,y) où (x,y) est un couple de valeurs numériques prises respectivement 
par X et Y. 

IV. Ajustement affine 

Soit (X, Y) une série statistique double et G son point moyen. 

On divise le nuage de point de (X, Y) en deux parties, contenant à peu près 

le même nombre de points obtenant ainsi deux nuages de points. 
On désigne par G, et G, les points moyens de ces deux nuages. 

Graphiquement, la répartition des points du nuage nous permet de voir s’il 
existe une relation entre les deux caractères étudiés. 
Si le nuage de points représentant la série statistique double (X,Y) a une 
forme allongée et si les points qui le forment se répartissent sensiblement 
autour d'une droite passant par le point moyen G, cela permet de dire que 
l’on peut lier Y et X à l’aide d’une fonction affine.
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EXERCICES 

Li) Une enquête sur 1000 personnes porte sur la durée passée chaque jour 
devant la télévision, les résultats sont donnés dans le tableau suivant : 

  

Durées | [0;1[ | [1:2[ | [2:4[ | [46{ | [6:10[ | Total 
Effectifs 100 200 500 150 50 1000 
  

                
  

1) Dresser un tableau dans lequel figurent pour chaque classe : L’effectif, 
le centre et la fréquence, ainsi que les fréquences cumulées croissantes. 

2) Préciser la population sur laquelle porte l'étude statistique, ainsi que le 
type du caractère étudié. 

3) Déterminer l'étendue et la classe modale de ce caractère. 
4) Tracer le polygone des fréquences cumulées croissantes, puis déterminer la 

médiane du caractère et l'intervalle interquartile . 
5)  Représenter, à l’aide d’un histogramme, les effectifs de chaque classe. 
6) Calculer la moyenne et l'écart type du caractère étudié. 

Les notes obtenues par les élèves de deux classes À et B dans un même 
devoir de mathématiques sont les suivantes : 

Notes de la classe À : 
14,15, 04,07,11,14, 09,10,12, 12,16, 10,18, 13, 12, 3, 11, 14,12, 10 
13, 06, 12, 10 ; 07. 
Notes de la classe B : 
11,13, 08, 09,10, 07,08 ,09, 11, 14, 17, 06, 05, 09 12, 07, 13, 11, 10 , 08, 04, 
09, 10, 13, 12. 

Calculer pour chaque classe : 
a) la moyenne X% et l'écart type ©. 
b) Le pourcentage d'élèves ayant une note appartenant à l'intervalle 

[X-0,x+0]. 

c) Calculer les quartiles de chaque série de notes. 
d) Tracer les diagrammes en boites de chaque série de notes. Conclure. 

Le tableau suivant donne le pourcentage de la population de la Tunisie 

vivant sous le seuil de pauvreté. 

  

Années 1975 1980 1985 1990 1995 2000 

Pourcentage 22% 12,9% | 7% 6,7% 6,2% 4,2% 
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D'après INS 

1) En l'an 2000, la population de la Tunisie était de 9563500 habitants. 

Quel est le nombre d'individus vivant sous le seuil de pauvreté en l’an 

2000. 
2) Sachant qu’en 1990 la population de la Tunisie est 8154400, quel était en 

1990 le nombre d'individus vivant en Tunisie sous le seuil de pauvreté. 

3) En prenant pour base l’année 1975, traduire en termes d'indices l’évolution 

de ces pourcentages (les résultats seront donnés à 107! près). 

ED: tableau suivant donne les dépenses moyennes en Tunisie par personne 

et par an entre 1975 et 2000 en dinars. 

  

  

              
  

Année 1975 1980 1985 1990 1995 2000 

Dépenses 147 218 471 716 966 1329 

(DT) 

D'après INS 

1) Calculer le coefficient multiplicateur qui permet de passer de 1975 à 1980. 

Interpréter. 

2) Calculer les coefficients multiplicateurs qui permettent de passer de 

l’année 1975 à chacune des autres années. (les résultats seront donnés à 

10 près) 

3) En prenant pour base 100 l’année 1975, traduire en termes d'indices 

l’évolution des dépenses. 

4) Construire le graphique des indices des dépenses moyennes par personne 

en Tunisie. 

EE On donne la série statistique suivante à deux variables : 

  

X; | 1,2 | 14 | 1,6 | 18 

Yi: | 13 | 12 | 14 | 16 
  

                

La droite À de l'ajustement affine du nuage de points de la série double (X,Y) a 
pour équation: y =9x+0,6 

a) Calculer la moyenne X 

b) Exprimer la moyenne Ÿ en fonction de a. 
c) En déduire la valeur de a. 
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r Dans le tableau ci-dessous on reporte le chiffre d’affaires annuel (en 
milliers de dinars) d’une librairie (de 1998 à 2005). 

Année 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 
Rang x, 1 2 3 4 5 6 7 8 
de l’année 

Chiffre 
d'affaires 80 83 78 78 78 73 72 70 

(y;) 

  
  

  

                    
  

1) Représenter le nuage de points de la série double (X, Y). 

2) Donner un ajustement affine du nuage de points de la série double {X, Y). 

3) Déterminer graphiquement le chiffre d’affaires de la librairie pour l’année 
2008 . 

4) Déterminer par le calcul en quelle année le chiffre d’affaires sera-t-il 
inférieur à 60. 

Le tableau suivant donne l’âge (X) et la tension artérielle (Y) de 7 personnes. 

AgeX |36 42 48 54 60 66 68 

Tension | 12 13,5 12,6 14,3 15,4 15 15,5 
  

                    
  

1) Représenter le nuage de points M(x,y) dans un repère orthogonal. 
On prendra pour unités graphique 0,5 cm pour 1 an en abscisses et 3 cm en 
ordonnées pour l'unité de tension artérielle. L'origine correspond au point 
1(10 ;10). 

2) Déterminer l'équation de la droite d’ajustement affine du nuage de points de 
cette série. 

3) Quelle serait la tension d’une personne de 70 ans ? 

EE) Le tableau suivant donne la distance de freinage d (en mètre) d’une 
voiture, en fonction de sa vitesse y (en kilomètres par heure) : 

v (Km/h) | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 

d (mètres) | 42 | 60 | 80 | 90 | 95 | 110 

  

      
            

  

On note Y et d les moyennes respectives de v et d. 

On note V(v}et V (d)les variances respectives de v et d.
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1) Calculer v, d,V(v) et V(d). 

2) Soit A la droite d'ajustement affine du nuage de points de la série (v,d). 
On considère qu’une équation cartésienne de A est: d=1,3v +8. Calculer la 
distance de freinage lorsque la voiture roule à 100 Km/h. 

3) La vitesse de la voiture est de 140 Km/h, lorsque le conducteur, roulant 
suivant une ligne droite, aperçoit un obstacle situé à une distance de 200 
mètres. Pourrait - il alors éviter cet obstacle sachant qu'il met une seconde 
pour appuyer sur les freins ? 

Pour un immeuble de 20 appartements, on veut étudier deux critères : le 
nombre de personnes par appartement (caractère X) et le nombre de pièces 
de l'appartement (caractère Y). 
Le tableau suivant donne la répartition des 20 appartements dans 
l'immeuble en fonction des deux caractères X et Y. 

y; X: 
1 

  

1) Combien y a-t-il d'appartements à 3 pièces occupés par des familles de 3 
personnes ? 
Combien y a-t-il de familles occupant des appartement à 2 pièces ? 
Combien y a-t-il de d'appartements occupés par des familles à 4 personnes ? 

2) Donner les distributions marginales pour chaque caractère. 
3) Quelle est en moyenne le nombre de pièces par appartement de cet 

immeuble ? 
Quelle est en moyenne, le nombre de personnes par appartement de cet 
immeuble ? 

Le tableau ci-dessous donne la répartition de 100 élèves suivant leurs 
notes de mathématiques (Math) et sciences physiques (Ph). Les notes ont 
été regroupées par classe. 
X désigne la note en mathématiques et Ÿ désigne la note en sciences physiques. 

  

[o,a[ | [4,8[ | [8,12{ | [12,14 | [14,18 
                

P
R
E
S
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{o,4[ 2 1 0 0 

[a;8[ 2 15 5 0 

[8;12[ 0 4 40 10 0 

[12;14[ 0 5 5 

[14:18] 0 0 0 4 1 
  

1) Représenter la série (X,Y). 

2) Déterminer la distribution marginale de X et calculer X et V(X). 

Déterminer la distribution marginale de Y et calculer Y et V(Y). 

3) Quelle est la moyenne des élèves en mathématiques lorsque leur note en 

physique appartient à la classe [8;12] . 

Le tableau suivant donne la répartition de 150 personnes selon le nombre 

d'années d’études après baccalauréat (X) et l’âge (Y). 

  

  

  

  

  

  

  

Distribution 
Marginale 

22 25 28 35 deX . 

2 10 4 9 2 

3 24 

4 0 26 23 25 

5 0 8 6 8 

6 0 3 1 5 
Distribution 
Marginale 

De Y 17 46 40                 
1) Compléter le tableau. 
2) Déterminer les distributions marginales de X et de Y. 
3) Quel est le nombre moyen d'années d'étude après baccalauréat de ces 

personnes. 
Quel est la moyenne d’âge de la population étudiée. 

4) Quel est l’âge moyen des personnes ayant un niveau « bac+4 ». 
5) Quel est en moyenne le niveau d'étude des personnes ayant l’age de 25 ans.
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1. 

Fréquences 
Classes Centres Effectifs Fréquences cumulées 

croissantes 

{0:1[ 0,5 100 0,1 0,10 

[22[ 1,5 200 0,2 0,30 

[2:4[ 3 500 0,5 0,80 

[4;6[ 5 150 0,15 0,95 

[6;10[ 8 50 0,05 1 
1000 1     

    

  

2. La population est constituée de l’ensemble des 1000 personnes sur 
lesquelles porte l'enquête. Le caractère étudié sur ces personnes est leur 
durée journalière de présence devant le téléviseur. Ce caractère est 
quantitatif (car on l’exprime à l’aide d’un nombre traduisant une quantité) 
et continu car ce caractère peut prendre toutes les valeurs comprises entre 

0 et 10. 

. L'étendue de ce caractère est 10-0 = 10 (heures). La classe modale est celle 

dont l'effectif est le plus élevé. Ici, la classe modale est la classe [2;4[ 

( Le plus grand nombre de personnes passent entre 2 heures et 4 heures 
devant la télévision) 

. Le polygone des fréquences cumulées croissantes : 

1 

0,75 

0,5 

0,25 

0,1  
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6) 

Par lecture graphique sur le polygone ci-après, on obtient la médiane de ce 
caractère en lisant l’abscisse du point du polygone dont l’crdonnée est 0,5. 
Me =2,8 (heures), c'est-à-dire 2 heures 48 minutes. Cela signifie que la 
moitié des 1000 personnes interrogées regardent chaque jour la télévision 
pendant une durée inférieure à 2heures 48 minutes. 
Sur le même graphique, on lit Q, =1,7 (abscisse du point dont l’ordonnée 

est 0,25) et Q, =3,8 (abscisse du point dont l’ordonnée est 01,75). 

L'intervalle interquartile est [1, 7; 3,8] et l'écart interquariile est 

3,8-1,7 = 2,1 (heures), c'est-à-dire 2 heures 6 minutes. 

On peut en déduire que la moitié des 1000 personnes interrogées ont une 
différence de présence devant la télévision moins de à 2 h 6 min. 
Comme on peut déduire que la durée de présence devant la télévision est 
entre 1,7 et 3,8 heures pour 500 personnes. 

. On représente les effectifs de chaque classe avec un histogr:mme, coristitué 
de rectangles, dont l’aire est proportionnelle à l’effectif de Le. classe. 
On prend une aire qui représente 25 personnes. 

  

  

  

  

  

  

            

  

  

  

Classes Centres | Effectifs x, x? 

Xi n; 

[0;1[ 0,5 100 50 25 

[1:2[ 1,5 200 | 300 450 
[2:4[ 3 500 1500 4500 

[4;6[ 5 150 750 3750 

[6:10] 50 | 400 | 3200 
006 TERRE         
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DX1 + N2X2 + N3X3 + NaX4 +NsXs _ 3000 | 
= =3 

Dj +1 +03 +14 +Ns 1000 
  X= 

  

LMD + 2x) + n3x + Dax 4 + SX 7 11925 | 
M +0) +03 +04 +5 1000 

o = VV = 2,925 =1,71heures = 1heure43min 

a) Pour la classe A: x=11 ; V=12,83 ; o=3,58. 

Pour la classe B: X=10,08 ; V=11,43 ; o=3,37. 

b) + Dans la classe A, les élèves dont la note est située dans l'intervalle 

[x -6,X+ o| , c'est-à-dire dans [8 ; 14] puisqu'il s’agit de valeurs entières, 

sont au nombre de 17. 

V 32 = 2,925 

Le pourcentage correspondant est : D 100 = 68. 

Dans la classe A : 

Il y a 68% des élèves dont la note se situe dans l'intervalle [X-a,X+6|. 

+ Dans la classe B, les élèves dont la note est située dans l'intervalle 

[X-6,x+6], c'est-à-dire dans [7 ; 13] puisqu'il s’agit de valeurs entières, 

sont au nombre de 20. 

Le pourcentage correspondant est : Ex 100 =80. 

Dans la classe B : 

Il y a 80% des élèves dont la note se situe dans l'intervalle [*-0,x+0]. 

c) Pour la classe A: N=25. 

1e quäitile : Ÿ =6,25 donc le 1% quartile est la 7ème valeur de la série. 

Q =10 
2ève quartile: N=25. N'est impair donc la médiane de cette série est la 
13ème valeur de la série. Me=12. 

3ème quartile : N =18,75 donc le 3ème quartile est la 19€ valeur de la 

série. Q; =13. 

Pour la classe B: N -25. 

1e quartile : : = 6,25 donc le 1° quartile est la 7ème valeur de la série. 

Q, =& 

2ème quartile: N=25. N'est impair donc la médiane de cette série est la 

13ème valeur de la série. Me =10.
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3ème quartile : FN =18,75 donc le 3€ quartile est la 19ème valeur de la 

série. Q; =13. 
d) Construction du diagramme en boites : 

  

  

    
  

  

        

Xnin Q Me Q Xmax 

Classe A 

1 Ho LL LH ra 4 L 1 
T 1 T T 1 Ÿ T 3 T T T, T T T 

3 4 5 8 10 12 13 15 18 

Classe B 

X’min Q'1 Me Q'3 X'max 

+ Pour la classe A : L'intervalle interquartile est [10,13] . 

Pour la classe B: L’intervalle interquartile est [8,13]. 

Interprétation : 
La moitié des élèves de la classe À ont des notes entre 10 et 13 alors que 

dans la classe B la moitié des élèves ont des notes entre 8 et 13. 
e Pour la classe A : Q, =10. 

Pour la classe B: Q', =8 

Interprétation : 
Au moins, 25% des élèves de la classe A ont des notes inférieures à 10 alors 
que dans la classe B, 25% des élèves ont des notes inférieures à 8. 

+ Pour la classe À : La médiane est égale à 12 
Pour la classe B : La médiane est égale à 10 
Interprétation : 
Dans la classe À, la moitié des élèves ont des notes inférieures à 12, tandis 

que pour la classe B, la moitié des élèves ont des notes inférieures à 10. 
+ Pour les deux classes, le 3ème quartile est égal à 13. 

Interprétation : 
Au moins 75% des élèves ont des notes inférieures à 13.
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Les deux classes ont la même proportion d'élèves bons en mathématiques 
(25% des élèves) 

1) La population est de 95636500 en 2000. 
0,042 x 9563500 = 401667 personnes 

Il y avait 401667 personnes vivant sous le seuil de pauvreté en l'an 2000. 
2) La population est de 8154400 en 1990. 

8154400 x 0,067 = 546344,8 arrondi à 546345 . 

Il y avait 546345 habitants vivant sous le seuil de pauvreté en 1990. 
3) L'année de base est 1975. 

Soit 1 l'indice de l’année de base I, = 100. 

0,129 
Soit I, l'indice de l’année 1980: I, = x100 = 58,6 à 10! près.   

4 

On calcule de même les autres indices , on obtient : 

  

  

                
  

Années 1975 1980 1985 1990 1995 2000 

Indices 100 58,6 31,8 30,5 28,2 19,1 

218 
1) On note C980/1975 = 147 = 1, 4829. 

C980/1975 est arrondi à 1,483 à 10% près 

C980/1975 > 1. Il s’agit d’une augmentation. 

Le pourcentage de cette augmentation est t = (1,483-1) x100 = 48,3. 

471 716 
2) Cioss/197s = 147 3,204 . C1990/1975 = 1477 4,871 

966 1329 
1995/1975 © 47 — 6,571 C2000/1975 = 7 9,041 

3) Si N; désigne l'indice de l’année i,on a N; =C;/195 X 100, on obtient le 

tableau suivant : 
  

Année 1975 1980 1985 1990 1995 2000 

Dépenses 
(DT) 147 218 471 716 966 1329 

Indices 100 148,3 320,40 487,1 657,1 904,1 
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4) Construction du graphique des indices des dépenses moyennes : 

1000 
900 
800 
700 

ù 
5 400 

a) r= 3x ]-È-16 300 

  

  

5 (ii 200 
c) G(X ÿ)eA:y=-9x+0,6 106 

1975 1980 1985 1990 1995 2000 

SEE = 9x1,6+0,6= 55 +a = 5x9x1,6+0,6k5 = a = 20 

1) 

  

10 11 12 

2) Coordonnées des points G, et G, 

Le point G, du nuage formé par les quatre premiers points a pour 

coordonnées (x,,y,) avec : 

x, — 142538441025 

7, = 80+88+78+78 319 -79, 75 G, (2,5 ; 79,75). 

Le point moyen G, du sous nuage formé par les quatre derniers points a 

pour coordonnées (X,,ÿ,) avec : 

7, =5+647+8 _28 - 6,5 

ÿ. -78+73+72+70 _ 298 _y3 25 G,(6,5 ; 73,25) 

Equation de la droite (G,G;) : 

La droite d'ajustement affine de y en x est de la forme y = ax+f 

(car G, et G, ne sont pas de même abscisse). 

G, (2,5; 79,75) appartient à (G,G,) donc 79,75 =2,5a +f. 

G,(6,5 ; 73,25) appartient à (G.G,) donc 73,25=6,5a +8.
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On résout alors le système (bai 22 D 

LÉ 7006 2 5 d'où a =-1,625 et B=83,8125. 

(GG): y =-1,625x+83,8125. 

3) L'année 2008 est l’année de rang 11. 
À l'aide de la droite (G.G,) on peüt déterminer le chiffre d’affaires prévu 

pour 2008 en considérant l’abscisse du point de (G,G,) d'abscisse 11, on lit 

y =66. 

5) On cherche x tel que y < 60. 

  y<60 & -1,625x+83,8125 <60 <> 1,625x > 23,8125 © x> RE 

23,8125 
"1,65 = 14,654 

Le premier nombre entier supérieur à ce nombre est 15. 
Donc c’est en l’année dé räñg 15 que le chiffre d'affaire est au dessous de 
60 milles dinars (pour la première fois). L'année de rang 15 est 2012. 

1) 
2) Coordonnées des points G, et G, 

Le point G, du nuage formé par 

les quatre premiers points a pour 

coordonnées (x,,ÿ.) avec: 

Yx 
X = —=45 et ÿ,= 1S y -181 

i=1 

donc G,(45; 13,1) . 

Le point moyen G, du nuage formé par les quatre derniers points a pour 

  

coordonnées (X,,y,) avec: 
7 

= x =64,666 , Y,=37y,=15,3 donc G,(64,666 ; 15,3) 
i=5 

Equation de la droite (G,G,) : 

La droite d'ajustement affine de y en x est de la forme y = ax+$ 

(car G, et G, ne sont pas de même abscisse). 

G, (45; 13,1) appartient à (G,G,) donc 13,1 = 45a +$. 

G,(64,666 ; 15,3) appartient à (G,G,) donc 15,3 =6,5x64,666 +.



Statistiques — corrigés 203 

On résout alors le système Eh 1 5 Le 3 

be 6660 = 2,2 
B2113,1 484 d'où a=0,11187 etB 8,066. 

(G,G,): y =0,11187x +8,066. 

3) On remplace x=70 dans l'équation (G,G,):y =0,11187x+8,066, on 

trouve y =15,8969 . 
la tension artérielle estimée d'une personne de 70 ans est environ 15,9. 

_ 6 

1). v= =15, L (30 +40 +50 + 60 +70 +80) = 220 - 55 
ni 6 6 

6 - + V(v)= LS ve (5) = 291,66667 
ni 

+ 1, 1 
+ d=—ÿd,= = (42 +60 +80 + 90 +95 +110) = 79,5 

" 

+ V(d)=— Da (a) 511,25 

2) A:d _1,3V48, 

pour V=100Km/h on trouve d =138 mètres. 

3) La distance d (en mètres) nécessaire pour stopper le véhicule dès qu’il voit Le 
danger est égale à la somme des distances parcourue pour une seconde de 
reflexe et la distance de freinage. 

Pour V=140Km/h ona: d=1,3x140 +8 = 190 mètres, 

  

  

      
  

140 km = lheure = 

140 000 mètres 3600 secondes 

1 seconde 

140000 
  la voiture parcoure la distance = 38,88 mètres. 

d’où la distance de freinage est 190 + 38,88 = 228,88 > 200mètres d’où le 

conducteur ne peut pas éviter l'obstacle. 

Comment lire ce tableau ? 
+ _ Pour obtenir les distributions marginales on ne tient compte que des totaux 

en ligne et en colonne.
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Distribution 

Y 2 3 4 5 Marginale 
x, deX n. 

1 3 1 0 0 4 

2 2 3 1 0 6 

3 1 2 2 0 5 
4 û 2 1 1 4 

5 0 0 0 1 1 

Distribution 

marginale 6 8 4 2 20 
de Y n                 

n;, = 1 signifie qu’une seule famille de 4 personnes habite un appartement à 

4 pièces. 

n:, = 1 signifie qu'une seule famille de 3 personnes occupent un appartemant 

de 2 pièces. 
n;, = 2 signifie que 2 familles de 3 personnes occupent un appartement de 4 

pièces. 
Les totaux en lignes n,. et colonnes n., donne l’effectif d’une modalité d’un 

caractère indépendamment de sa répartition en fonction de l’autre caractère. 

Exemple: n.,,=8, cela signifie que l'immeuble compte 8 familles occupant 

des appartement à 3 pièces. 

n,. = 5signifie que l’immeuble compte 5 familles composées de 3 personnes. 

1) «3 pièces » correspond à la deuxième valeur de Y dans le tableau et « 3 

personnes » correspond à la 3è"€ valeur de X. n,, =2. 

Le nombre de familles occupant des appartements à 2 pièces est n,, =6. 

Cette valeur est obtenue de la 1è'° colonne total du tableau. 
Le nombre d'appartements occupés par des familles de 3 personnes est 
n,. =5. Cette valeur est obtenue de la 3" ligne total. 

2) Distribution marginales de X : 
Les marges d'un tableau d'effectifs à double entrée sont la ligne total et la 
colonne total. 

X; 1 2 3 4 5 

Effectif n,, 4 6 5 4 1 

  

  

                

  

Y; 2 3 

Effectif n 6 8 
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3) X: le nombre moyen de personnes par appartement et Y est le nombre 
moyen de pièces par appartement. 

5 4 

… >nix … > ny; 

X = -2,6 Y=—-2,8 
20 20 

1) 

2 

Distribution 
ÿ; 2 6 10 13 16 Marginale 

x, deX ni 

2 2 1 0 0 0 3 
6 2 15 5 0 0 22 
10 0 4 40 10 0 54 
13 0 0 5 6 5 16 
16 0 0 0 4 1 5 

Distribution 
marginale 4 20 50 20 6 100 
de Y n. 

Distribution marginale de X : 

X; 2 6 10 13 16 

Effectif n.. 3 22 54 16 5               
  

Moyenne arithmétique X et V(X):
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5 5 

>rix > ni x : 
x=i1 =9,66  V(X)=——-X =8,5 

100 co 100 64 
Distribution marginale de Y : 

y 2 6 10 13 16 

Effectif n.. 4 20 50 20 6               
  

Moyenne arithmétique Y et V(Y) : 
5 5 

= Zn; Znsyi 2 
Y=i = 9,84 V(Y) = À _Y =9,6944 

100 100 

3) La classe [8,12[ correspond à la 3ème valeur prise par Y: Y, =10. 

On note X; la moyenne en mathématiques des élèves ayant la note en 

Physique appartenant à la classe [8,12]. 

Il y a 50 élèves ayant la note de physique entre 8 et 12. 

    

  

  

Note de Math des 
élèves ayant la note de 2 6 10 13 16 

Physique dans [8,12[ 

Effectif n,, 0 5 40 5 0               
  

AS DIE RESTOS = 9,9 

  

  

  

      

  

  

      
  

X : le nombre d'années d'étude après le bac et Y : l’âge. 

(1) 17-(0+0+0+10)=7 (2) 

(3) 40-(2+25+8+1)=4 (4) 

0+26+23+25=74 (6) 

1) 10+4+9+2=25 

46-(9+23+6+3)=5 

24-(7+5+4)=8 (5)
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0+8+6+8 = 22 (7) 5-(3+1)=1 (8) 

4+8+26+8+1= 47 (9) 

  

  

              
  

  

  

              

2) 
X; 2 3 4 5 6 

Effectif n.. 25 24 74 22 5 

y, 22 25 28 35 

Effectif n., 17 47 46 40 

3) X=3,72 

Y = 28,24 

4) « Bac + 4 » correspond à la 3ème valeur de X. Il y a 74 personnes ayant le 

niveau « Bac+4 ». On désigne par Y3 est l’âge moyen des personnes ayant 
un niveau « Bac + 4 » 

On ne tient compte que de la ligne correspondante à la modalité 4 du 
caractère X. 
  

  

Age des 
personnes ayant 22 25 28 35 
Bac + 4 

Effectif n. 0 26 23 25               

  

Y 0x22+26x25+23x27 +25x 32 
3 = 

74 

5) « l’âge 25 ans » est la 2è"e valeur prise par Y. Il y a 47 personnes d'âge 25 
ans dans cette population. 

= 27,986 

On désigne par X2 le nombre moyen d’année d'étude après bac des 
personnes ayant l’âge 25 ans. On ne tient compte que de la colonne 
correspondante à la modalité 25 du caractère Y. 
  

  

              
  

Nombre d'années 
après bac pour les 2 3 4 5 6 
personnes d'âge 
25 ans. 

Effectif n. 4 8 26 8 1 

s _4xX2+8x3+26x4+8x5+1x6 
X2   = 3,872 

47
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